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ПРЕДИСЛОВІЕ. 


Алгебраическій  Анализъ  въ  послѣднія  времена  оказалъ  быстрые  успѣхи. 
Педагоги  наши  не  переставали  за  ними  слѣдовать  п  сообщать  учащимся 
новыя  открытія,  составляя  пли  переводя  с'ь  пностратіыхъ  языковъ  хо- 
рошія  руководства.  Но  напболѣе  принесли  услугу  нашей  лнштераптурѣ 
Г-да  Бурагекь  и  Зеленый,  изданіемъ  Лекцій  Алгебригескаго  Анализа , 
чнтанныхъ  въ  прошломъ  году  Академнкомъ  Остроградскимъ.  Не  смотря 
на  нѣкоторыя  погрѣшностн,  ускользнувшія  отъ  внпманія  издателей,  вѣ- 
роягано  отъ  поспѣшности  изданія,  этотъ  трудъ,  истинно-полезный,  заслу- 
живаетъ  полную  благодарность  гаѣхъ,  которые  пожелаютъ  ознакомиться 
съ  остроумными  пріемамн  патего  Геометра  и  съ  Философскимъ  его  взгля- 
домъ  на  предмешъ  и  систему  Анализа.  Л  думаю,  что  наши  соотечествен- 
ники полюбопытствуюгаъ  прочесть  также  на  Русскомъ  языкѣ  изложеиіе 
Теоріи  опреЪтьленныхь  алгебраигескихъ  уравненій  высшихь  степеней  по 
пріемамъ  другихъ  знаменишыхъ  Геометровъ:  Лагранжа,  Фурье,  н  пр.  Тогда 
мог^тпъ  они  составить  полный  взглядъ  на  современное  сосшояніе  предме- 
та, здѣсь  излагаемаго. 

Руководствомъ  преимущественно  я  имѣлъ  ТгаіЫ  сіе  Іа  гезоіиііоп  (Іез 
€^иа^іо^гз  тттёггсрсез,  раг  Л,а§гап§е  и  Апаіузе  сіез  едиаІгоп9  (іеСегтіпёез,  раг 
Роигіег.  Но  такъ  какъ  первое  не  содержитъ  новѣйшихъ  огакрытій  Абеля, 
Штурма,  и  проч.;  а  второе  заключаегаъ  только  способъ  вычисленія  дѣн- 
ствительныхъ  корней,  предполагая  нзвѣстными  всѣ  прочія  основныя  свой- 
ства алгебраическихъ  уравненій;  шо  я  должснъ  бы.іъ  прибегнуть  къ  дру- 
гимъ  сочиненіямъ.  Для  этого  а  избралъ:  Апаіузе  а1§ёЬ^і^ие^  раг  Саиску^ — 
его  Ессегсісез  сіе  Шаікётаіісрісз , — Тоигпаі  ѵопСгеІІе, — 0гипд,2Іі§е  сіег  ЬеЬге 
ѵоп  (Іеп  Іісеігегеп  питегізсігеп  Сіеіс1іип§еп,  ѵоп  ІУгоЫзсЬ  и  многіе  е.іемен- 
шарные  курсы.  Въ  ясности  изложенія  я  принялъ  за  образецъ  Фурье,  въ 
изящности  и  просшошѣ  доказательствъ  Лаграня;а'и  Коши,  а  для  системы 
я  взялъ  за  основную  мысль  мнѣпіе  Абеля  и  Академика  Осшроградскаго  о 
предмегаѣ  Алгебры,  о  различіи  алгебраическихъ  Функцій  ошъ  пірансцен- 
денпшыхъ  и  о  рѣшеніи  алгебраическихъ  уравпеній.  Печашаніе  начато  было, 


когда  уже  вышли  въ  свѣгаъ  Лекціи  Академика  Остроградского;  про- 
чигаавъ  нхь,  я  усдютрѣлъ,  чгао  много  нужно  переменишь  въ  моемь  сочи- 
неніи,  и  я  эшо  сдѣлалъ  по  возможности.  Пріемъ  Академика  Остроград- 
скаго  для  доказательства,  что  во  всякой  дробной  радикальной  Функціи 
можно  сдѣлать  знаменателя  раціональнымъ,  послужилъ  мнѣ  для  доказа- 
тельства, что  всякое  радикальное  уравиеніе  можетъ  быть  преобразовано 
въ  раціопальное.  Но  я  преимущественно  пользовался  превосходными  Лек- 
ціями  въ  шестой  главѣ:  здѣсь  я  ввелъ  знакъ,  предлагаемый  Академикомъ 
Остроградскимъ  для  изображенія  рѣшеиія  опредѣленпыхъ  алгебраическихъ 
уравненій;  прибавиль  доказательство,  что  всякая  алгебраическая  Функціл 
удовлешворяешъ  алгебраическому  уравиенію,  кошораго  коеФФнціенгаы  ра- 
ціональныя  Фупкціп,  и,  чтобы  сдѣлашь  болѣе  доступнымъ  доказательство 
Абеля  невозможности  радикальнаго  рѣшенія  обш,аго  уравненія  5-й  степе- 
ни, я  помѣстилъ  шеорію  подобныхъ  и  неподобныхь  Функцій. 

Радикальное  рѣшепіе  двучленныхъ  уравненій  по  сюсобу  Гаусса  я  по 
тому  не  изложнлъ,  что  оно  требуешъ  предваритедьныхъ  зианій  изъ  Те- 
оріи  чиселъ  и  что  оно  болѣе  любопытно,  нежели  необходимо;  ему  пред- 
почелъ  я  Тригонометрическое  рѣшеніе  двучленныхъ  уравненій,  которое 
весьма  важно  въ  Трансцендеіппномъ  Аиализѣ,  и  помѣсгаилъ  его  въ  прибав- 
леиіяхъ  вмѣсшг  съ  другими  предметами,  которые,  хотя  не  сосшавляютъ 
существенной  принадлежности  Алгебры,  весьма  любопытны,  и  могушъ 
быть  полезны  во  многнхъ  случаяхъ.  Въ  этихъ  прибавленіяхъ  я  также 
изложилъ  новой  способъ  Коши  приближеиія  къ  дѣйствигаельнымъ  корнямъ, 
который  я  прочелъ,  уже  при  коицѣ  печашанія,  въ  Ю-мъ  номерѣ  Сотіез 
гепйиз  НсЪсІотасІаігез  (Іез  зёапсез  сіе  Ѵ АтЛётіе  Лез  зсіепсез,  1831,  5  Зеріет- 
Ьгс,  Рагіз.  Сравнивъ  его  съ  Нютоновымъ  способомъ,  и  открывъ  быстроту 
приблііженія,  я  показалъ  въ  какомъ  случаѣ'  можно  имъ  пользоваться  съ 
выгодою,  и  пояснилъ  эгао  примѣромъ. 

Предоставляю  читагаелямъ  оцѣнить  мой  трудъ;  съ  своей  стороны  я 
признаюсь,  что  я  могъ  бы  его  совершить  лучше;  взявши  въ  первый  разъ 
перо  въ  руки  и  излагая  предмегаъ  столь  важный,  я  не  могъ  избѣжашь  не- 
достагаковъ.  Впрочемъ  надѣюсь,  чгао  эта  книга  принесегаъ  пользу  шѣмъ, 
которые  приготовляются  къ  дальнейшему  изученію  Анализа.  * 
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'  Невозлюжностъ  радикалышго  ршиепіл  общаео  уравненіл  5-«  степени. 
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ВВЕДБНІБ. 

§  1*  Математика  есть  наука  объ  іізмтъреніи  ввлшинъ.  Вотъ  опредѣ- 
леніе  ,  которое  обыкновенно  даютъ  одной  изъ  главныхъ  вѣгавей  поло- 
жигаельныхъ  знаній.  Опредѣленіе,  хотя  точное,  но  недовольно  развитое. 
Въ  него  входятъ  слова  :  наука,  излітьреніе  и  велшина ;  первое  изъ  нихъ 
выражаетъ  понятіе  о  система тическомъ  изложеніи  свЪдѣній  о  какомь 
либо  предметѣ ;  второе  означаетъ  сравненіе  величины  съ  другою  одно- 
іюдною,  принятою  за  единицу;  наконецъ  величиною  называють  все  то, 
что  можетъ  быть  болѣе  или  менѣе  въ  отношеніи  себѣ  однороднаго. 
Неужели  Математика,  наука  столь  обширная,  имѣетъ  цѣлью  изложить 
систематически  только  мехаптескіл  производства,  какъ  шо:  налоокс- 
ніе  ,  взвгьшиваніе  и  пр.,  посредсгавомъ  кошорыхъ  мы  сравниваемъ  одно- 
родные предметы? 

Мы  слышимъ,  что  Асшроновіъ  измѣряетъ  взаимный  разстоянія  шѣлъ 
небесныхъ,  и  взвѣшиваетъ  планеты.  Кто  не  проникъ  въ  тайны  небесной 
механики,  тотъ  не  повѣришъ  этой  истинѣ,  и  невольно  спроситъ:  какъ 
онъ  шелъ  отъ  земли  къ  солнцу  Гдѣ  опора  вѣсовъ  ,  на  когаорыхъ  онъ 
вѣсилъ  нашу  землю  ?  Способъ,  кошорымъ  измѣряегаъ  Астрономъ  раз» 
стоянія  небесный  и  опора  его  вѣсовъ  суть  произведенія  умственныхъ 
шрудовъ  великихъ  мужей:  Кеплера,  Нюпюна  и  .Лапласа. 

И  такъ,  кромѣ  прямаго  ,  непосредсшвеннаго  способа  измѣренія,  есть 
другой  ,  которой  сосгаавляешъ  существенный  предметъ  Математики. 
Въ  самомъ  дѣлѣ,  если,  одна  величина  связана  извѣсшными  условіями  съ 
другими ,  изъ  кошорыхъ  каждая  ,  либо  только  нѣкоторыя  подлежать 
прямому  измѣренію  ,  тогда  будемъ  знать  также  зависимость  неизвест- 
ной величины  отъ  единицы,  и,  сообразно  этой  зависимости,  почти 
всегда  можно  будешъ  опредѣлигаь  ихъ  отношеніе.  На  прим.,  зная  закон ь 
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паденія  или  зависимость  высоты  отъ  времени,  въ  которое  тѣло  прохо- 
дишь эшу  высоту,  1МЫ  въ  сосшолкіи  будемъ  измѣришь  глубину  пропасти, 
кинувъ  на  дно  камень,  и  замѣтивъ  время  ,  въ  которое  онъ  гірошелъ  глу- 
бину пропасти.  Умственная  связь  ,  существующая  здѣсь  между  време- 
неімъ  и  пространсгавомъ  ,  пройденнымъ  въ  это  время  ,  на  машематиче- 
скомь  языкѣ  называется  функціеіс,  и  выражаешь  рядъ  умственныхъ  дгьй- 
ствій  ,  пред  полагав  ліыхь  произвести  ладь  велигиналіи.  И  гаакъ  Матежа- 
тика  есть  наука  о  функцілхъ  велигинь. 

Цѣль  ея  :  4  )  изслѣдовать  своііства  всякой  Функціи  ,  и  умѣшь  опредѣ- 
лять  неизвѣстныя  величины,  въ  нее  входящія  ;  2)  открывать  Функціи 
въ  природѣ,  т.  е.  выражать  математически  завнси^іость  ,  существую- 
щую между  величинами  ,  входящими  въ  какое-либо  явленіё  природы.  По- 
сему Математика  раздѣляется  на  двѣ  отрасли:  на  гистую  (матемаши- 
ческій  анализъ  =  Маііістаіідие  аЬзІгаіІе  )  и  прикладную  ( Ма^11ёша^і^ие 
сопсгаііе). 

§  2,  Пусть   V  будешъ    Функція    количествъ    х^,    х^,.  Хл  ;  для 

краткости  это  изображаюгаъ  такь  : 

(хі,  х^,,...х„) 

Буква  Р  (*)  называется  характеристикою,  и  выражаетъ  дѣйсгавіе  ,  ко- 
торое должно  произвести  надь  х^,  х^,  Хи,  чтобы  получить  г;.  Когда 

это  дѣйствіе  извѣстно  ,  тогда  есть  явная  Функція  (^опсЬіоп  ехрІісіЬе) 
количесгавъ  Хі,  х^, — х,г.  Когда  ліС  это  дѣйствіс  неизвѣстно,  и^р"  озна- 
чаегаъ  только  одну  зависиліосшь  ѵ  оть  х^,  х^,  Хи,  тогда  г»  назы- 
вается неявною  Функціею  (Гопсііоп  ітрІісіЬе). 

Просшѣйшія  основныя  Функцти  выражаюшь  дѣйствія  :  сложеніе  ^ 
сыгитаіие,  улііюженіе,  дгьленіе  и  извлегсніе  корил  хііПЛой  псрвонагалъной 
степени 

Полагаю  ,  что  читателю  извѣстны  значенія  этихъ  словъ  п  знаки, 
принятые  д^ія  пхъ  изображенія. 

Отъ  соединенія  и  повторенія  этихъ  дѣйствій  происходятъ  Функціи 
сложныя.  Сложная  Функція, составленная  изъ  конечнаі^о  числа  основныхъ, 


(♦)  Буква  Р  для  раз.інчія  Фупкцій    замѣиясшся   буквами    Г,  Ф  5'^/',  Ф, 

и  проч. 

Возвышепіе  въ  цѣлую  с'тепепь  есшь  част  іыіі  случаи  ушюжеиія  ,  а  извлечете 
корпя  цѣлой  составной  степени  приводится  къ  послѣдовашельному  пзвлеиспію  корней 
первоиачальныхъ  степеней ,  кошорыхъ  показатели  суть  первоначальные  мпо;кигаели 
даннаго  показателя. 
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относится  къ  разряду  Функцій,  пазываемыхъ  алгсбратеснгиті  ;  сложная 
алгебраическая  Функція  ,  называется  ирраціональлою  ,  когда  содержишь 
ирраціональные  корни  ;  а  раціональною  ,  когда  ихъ  не  содержнпгь.  Раціо- 
нальная  Функція   называется  цѣлою  ,  когда  знаменатель  ея  нечзависшпь 

огаъ  Хі ,  X,,  Хц. 

§  3'  Понятно,  что  если 

(1)  (Хі,  х„  х„). 

есть   цѣлая  Функція   количествъ  х^,   х^,  х^,   то  Г(хі,  х,,  х,»^ 

представляется  суммою  конечнаго  числа  членовъ  вида 

ті  ѵгъ 

(2)  Ах,,  х^.  X  ....х«, 

гдѣ  А  есть  количество,  независимое  огаъ  х,   х,»,  положитель- 
ное или  отрицательное;  а  показатели  Шц  ш^,  т,г, —  всЬ  цѣлые  по- 
ложительные. Первыя  три  основныя  дѣйствія  сушь  частные  случаи 
дѣйсшвія,  изображаемаго  чрезь  Г. 

Пусть  V ѵ^,  Ѵп,  будушъ  цѣлыя  Функціи  количествъ  х ,  ,х, ,.• -^7*; 

тогда    \Ѵ  —  цѣлая   раціональная    Функція    количествъ    ѵ^,   ѵ^,  ѵ,^ 

представляется  конечною  суммою  членовъ  вида: 


т  2      7П  3 


Каждый  изъ  шаковыхъ  членовъ  ,  по  совершеніи  алгебраическаго  умноже- 
ния полиномовъ  Ѵі,  ѵ^,  ,  представится  суммою  членовъ  вида  (2);  по- 
сему цЬлая  Функція         будегаъ  имѣіпь  видъ  (1)  ,    га.  е.  будетъ  гаакже 

цѣлою  Функціею  количествъ  х^,  х,,  х,»    Изъ  этого  видно,  что  ошъ 

повшоренія  первыхъ  гарехъ  основныхъ  дѣйсшвій,  сколько  бы  ни  было  разъ, 
въ  результатѣ  всегда  получится  цѣлая  раціональная  Функція,  заключа- 
юшдяся  въ  общемъ  видѣ  (4). 

Означивъ  чрезъ  5  и  Г  двѣ  цѣлыя  Функціи  количествъ  х,,  х,,  Хл, 

частное 

га  ''=# 

будешъ  дробная  раціональная  Функція.  Въ  ней  ,  какъ  частный  случай  , 
заключается  дѣленіе  и  общій  видъ  всякой  цѣлой  Функціи.  Послѣднтй 
случай  всшрѣчается  тогда,  когда  знаменатель  Т  есть  количество  ,  не- 
зависимое  ошъ  Хі,Х2  ,.,..х„.    Пусть    ѵ^,ѵ^,  Ѵп  будушъ  раціональныя 

цЬлыя  или  дробныя   Функціи  количествъ   х,,  х^,  х„;  очевидно,  что 

дробная  раціональная   Функція  Функцій  ѵ^,  ѵ^,  Ѵп,  можешь  быть 

приведена  къ  виду  (3),  ш.  е,  къ  дробной  Функціи  количествъ  х,  ,х  ^ ,  х„. 

Посему,  сколько  бы  разъ  мы  ни  повторяли  первыя  четыре  дѣйсгавія  надъ 


Хі,  Хгѵч  результпатѣ  всегда  получимь  раціональную  Функцію  ,  за» 
ключающуюся  какъ  частный  случай  въ  общелгь  видѣ  (1). 

Пусть  Функція  р'  выражаетъ  совокупность  дьйсшвія  раціональной 
Функціи  Г  (х^,  Ха,  Х/г)  съ  дѣйствіями 

Пт 

Ѵрі^  Ѵр^,  Ѵрз>   Ѵр^п, 

гдѣ         Па,  Пд..  Пт  суть  цѣлыя    первоначальныя   числа  ,    а  р^,  р,, 

Рз,  Рот  раціональныя  Функціи  количествъ  Хі,  х^,  х^;  тогда 

(Ц)  р'=Г(Хі,Х,,   Хтг,   Ѵр,,    Ѵр^,   Ѵр7п) 

будетъ  оощій  видъ  алгебра  ическихъ  ирраціональныхъ  Функцій,  въ  кото- 
рыхъ  пятое  основное  дьйствіе  предполагается  производить  только  надъ 
раціональныліи  Функціями. 

Функціи  вида  р',  Абель  называетъ  ирраціональными  Функціями  перваго 
порядка  (*). 

Изобразпвъ  чрезъ  р^,  р',,  р',^^  нѣсколько  Функцій  перваго  порядка 

га.   е.   вида  (Н)  ,    а  чрезъ  п'^,   и'^ ,  п'^     первоначальныя  числа, 

выраженіе, 

(5)  Р"=^(хі,х,,  У.п,Ѵ  Р^,Ѵ  р^,^-.>Л/ РтЛ/ Р\,Ѵ  '-.Ур'^п^) 

бл'детъ  обш,ін  видь  Функцій  ,  въ  которыхъ  пятое  основное  дѣйсгавіе 
относится  только  къ  Функціямъ  раціональнымъ  и  къ  ирраціональнымъ 
перваго  порядка. 

Функцін  вида  р  называются  ирраціональными  Функціями  второго 
порядка, 

Выраженіе 

(6)  р"'=Г(Хі,    X,,   Х„,    1/р,,    Ѵр^,   Ѵртг,    Ѵр'і>  ѴР\,  

ѵу^„  ѵт:,  ѵг,  ^7^.). 

гдѣ  р'^,  р'г  ,  рз,  р'  /лз  суть  ирраціональныя  Функціи  втораго  порядка, 

а  п'і',          п,/»з  первоначальныя  числа,  есть  обш,ій  видъ  ирраціональныхъ 


(♦)  Тоигпаі  ійг  (Ііе  геіпе  ііпсі  ап§е\ѵапсІІе  МаіЬетаІік.  Негаиз^е^еЬеа  ѵоп  А.  Ь 
СгеЦе.  1827.  Егвіез  НеГі,  Зеііе  67. 
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Функцій  ,  въ  которыхъ  5-е  основное  дѣііствіе  относптся  кь  Фунціямъ 
раціональнымъ  и  къ  ирраціональнымъ  первыхъ  двухъ  порядковъ.  Функція 
вида  р  "  называется  ирраціональною  Функціею  третьлго  порядка. 

Продолжая  эгаи  сужденія  ,  мы  дойдемъ  до  общихъ  видовъ  алгебраиче- 
скихъ  ирраціональныхъ  Функцій  чегавертаго  ,  пяшаго,...  (л  порядковъ,  и 
очевидно,  чшо  выраженіе  алгебраической  ирраціональной  Функціи  порядка 
IX  можетъ  быть  принято  за  общій  видъ,  не  только  всякой  ирраціональной 
Функціи,  но  также  всякой  раціональной. 

И  шакъ  выраженіе 

п'  п" 

(1)  V  =.І  (г,   г',  ....  1/7,   ), 

гдѣ  р',  р'  ,..,.  суть  ирраціональныя  Функціи  — і  порядка, п',  п",.---  перво- 
начальныя  числа,  г',  г",   ирраціональныя  Функціи  порадка  // — \  \\  по- 
рядковъ низшнхъ,  есть  общій  видъ  алгебраическихъ  ирраціональныхъ 
функцій  порядка  (л,  и  можегаъ  служить  общимъ  видомъ  всякой  ирраці- 
ональной  алгебраической  Функціи. 

Замѣтимъ,  что  здѣсь  і  означаеть  всегда  раціональную  Функцію  вы- 
раженій,  заключенныхъ  въ  скобкахъ. 

Когда  видъ  ( 7  )  относится  къ  нрраціональной  Функціи   порядка  , 

п  п 

тогда  необходимо  между  выраженіями         ,  ,   покрайней  мѣ- 

рѣ  одно  не  можетъ  быть  приведено  къ  Функціи  порядка  низтаго  //;  ибо 
въ  противномъ  случаѣ  ѵ  была  бы  порядка    — 1,  а  не  //. 

§  -^»  Всякій  матемашическій  вопросъ  состоитъ  изъ  предложеній  ,  въ 
которыхъ  подлежащія  и  сказуемыя  суть  Функціи  извѣсганыхь  и  неиз- 
вѣсганыхъ  количествъ;  а  связью  служатъ  поняшія  о  равенспівѣ  или  не- 
равенсгавѣ.  Такія  предложенія  ,  будучи  выражены  матемагаическимъ 
языкомъ  ,называются  уравненілми  или  неравенствами. 

Всякое  алгебраическое  уравненіе,  составленное  изъ  вопроса ,  заключаю- 
щаго  п  неизвѣстныхъ  Хі,  х,,  х',  х',....  представляется   въ  видѣ 

(8)  К  (х,,  х.„  Хз,  )  =  Ф(х',  х",  х'",  О, 

ідѣ  характеристики  Г  и  Ф  изображаютъ  дѣйствія   надъ  количествами 

^і,  х,,  ,  х',  X,"  ,  заключающіяся,  какъ  частные  случаи  въдѣйсшвіи 

(7).  Уравненіе  (8)  пишется  обыкновенно  гаакъ  : 

^  (Хі,  х^,  Хз,  )  — ф(х',  х",  х'",  )=о. 


Выраженіе  по  лѣвую  сторону  знака  равенства  называется  7}ершо 
гаспіъю  уравненіл.  Изббразивъ  ее  чрезъ  ф  (хі,  х,,,  Х5,...х',  х",  х'",.--)» 
п])едыідущее  выраженіе  замѣнится  слѣдуюш,имъ  : 

Ф   (Хх,   Х^,  Хз,  х',  х",....)=0, 

гдѣ  ф    означаетъ   ирраціональную    Функцію  количествъ   х,,  х,,  х,,  

х',  х'  ,х",."  порядка  [Л.  Впослѣдсгавіи  мы  увидимъ  (гл.  III),  что  эша 
Фупкція  можещъ  быть  замѣнена  цѣлою  раціональною  Функціею  тѣхъ  же 
колнчесгавъ.  И  такъ  всякое  алгебраическое  уравненіе  можетъ  быть  при- 
ведено къ  виду 

(9)  ^(х,,  Х^,  Х,....Х;г)=  о, 

гдѣ  первая  чаешь  есшь  конечная  сумма  членовъ  вида 

А.Хі.  х^  х„. 

Рѣшигаь  уравненіе  относительно  одного  изъ  неизвѣстныхъ  количесшвъ, 
на  пр.  относительно  значить  найти  значеніе  х  посредствомъ  ряд  а 
дЬЙсгавій  ,  производимыхъ  надъ  прочими  количествами  ,  входящими  въ 
это  уравненіе.  Ясно,  что  х  тогда  только  опредѣлится  совершенно,  когда 
всѣ  прочія  "Чхоличесгава  будушъ  извѣсшны.  Посему  уравненіе  съ  однимъ 
неизвѣстнымъ  называется  опредтъленныліь  ;  а  въ  прошивуположносгаь 
ему  ,  —  уравненіе  ,  заключающее  нѣсколько  неизвѣсганыхъ  ,  называется 
неопрёдгьлтныліъ. 

И  такъ  вопросъ  тогда  только  будешъ  опредѣленныи,  когда  онъ  приво- 
дится къ  рѣшенію  столькихъ  опредѣленныхъ  уравненій,  сколько  въ  немъ 
неизвѣстныхъ.  Для  этого,  какъ  мы  увидимъ  впослѣдспівіи,  достаточно, 
чтобъ  изъ  него  можно  было  составишь  столько  уравненій,  сколько  неиз- 
вѣсшныхъ  ;  не  смошря  на  гао  ,  будешъ  ли  каждое  изъ  эшихъ  уравненій 
заключать  по  нѣскольку  неизвѣсшныхъ,  или  только  по  одному,  лишь  бы 
эти  уравненія  выражали  различныя  условія. 

Изъ  сказаннаго  предъ  эшимъ  легко  заключишь,  что  общій  видъ  всякаго 
алгебраическаго  опредѣленнаго  уравненія    есшь  такой  : 

(10)  аох'^+а^х"»-*  -Ь  а^  х"»-2+  -^ат-\  х+а^^  =о. 

Здѣсь  т  цѣлое  положительное   число  ,  а  коеФФиціеншы  а„,  аі,  а^,  

а/,^_I,а7^^  результаты  дѣйсшвишельные  или  мнимые,  происходящіе  ошъ 
производства  алгебранческихъ  дѣйсшвій  надъ  числами,  да?шыми  въ  вопросѣ. 
Мы  скоро  покажемъ,  что  общій  видъ  эшихъ  коеФФИціеншовъ  есть 

а^Ъ  Ѵ—і, 

гдѣ  а  и  Ь  сушь  дЬЙсгавигаельныя  количества,  положишельныя  пли  отри- 
цагасльныя. 
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,  §  5.  Выражения,  который,  будучи  вставлены  вмѣсто  х  вь  первую 
часть  уравненіа  (іО),  дЬлають  се  тожественно  нуле.мъ,  по  совершеніи 
назначенныхъ  дѣйствій,  называются  корнями, 

Ис  должно  думать,  чтобы  эти  корни  всегда  получались  чрезъ  дѣнсшвіе, 
заключаюш,ееся  въ  общемъ  видѣ  (^;:  Абель  показалъ  невозможность  этого 
для  уравненія  пятой  степени,  и  тѣмъ  доказалъ,  что  ргыие?ае  опреЪгьлен- 
лыхъ  алгсбрашескихь  уравпенш  есть  особое  дѣпствіе,  которое  не  мо- 
жегаь  быть  всегда  выражено  знаками,  принятыми  для  изображенія  про- 
чихъ  алгебра ическихъ  дѣйствій.  Припюмъ  основныя  дѣйствія  сушь  ча- 
Сіпные  случаи  рѣшенія  уравненіи;  такъ  напр.  извлсченіе  корня  77г-ой 
степени  изъ  А  есть  рѣшеніе  двучленнаго  уравнегіія 

ибо  здѣсь  корни  суть  именно  тѣ  значенія,  которыхъ  т-ая  степень 
равна  количеству  А. 

Изъ  всего  сказаннаго  заключаемъ,  что  основныхъ  алгебраическихъ  дѣй- 
ствій  шесть,  а  именно:  сяожепіе,  выгитаніе,  уяшоженіе,  дгьленіе,  извле- 
геніе  первоначальны хъ  степеней  и  ртьшеніе  уравпеній  вида  (10). 

Всякая  Функція  нѣсколькихъ  количествъ  Хі,Х2,...,  происходяш,ая  отъ 
совокупленія  и  повпюренія  этихъ  основныхъ  дѣйствій  конечное  число 
разъ,  называется  алгкбрашескою.  Если  же  число  эгаихъ  дѣйствій  безко- 
нечно  и  не  приводимо  къ  конечному,  то  Функція  называется  траисцен' 
Ъентною  Мы  впослѣдсгавіи  докажемъ,   что   всякая  алгебраическая 

функція  г;  нѣсколькихъ  количествъ  х,,  Хд,  Х3,...  удовлетворяешъ  урав- 
ненію  вида 

(12)  г;"н-А^'У'-'ч-А  А^_,г;ч-А„=:о, 

гдѣ  А,,  А  а,...  А„  суть  раціональныя  Функціи  количествъ  х,,  х,,  Хз,... 

§  6.  Основываясь  на  сказанномъ  въ  §  4,  Алгебру  естественно  раздѣ- 
лить  на  двѣ  отрасли  :  первую  составляетъ  анализъ  опреЪгьленныи , 
или  теоріл  опредтъленныхъ  алгебраигескихъ  уравненш  ,  а  вторую 
составляетъ  анализъ  неопред ѣленный,  заключающій  теорію  неопредгъ' 
ленныхъ  алгебраигескихъ  гравненій,  неразлучную  съ  теоріею  чиселъ 
и  теорію  неравенствъ. 


(♦)  Ученыя  записки  М.  Университета.  1854.  N  IV,  стр.  24. 

ЛежапЪръ  въ  знаменитомъ  своемъ  сочиненіи  ТЬёогіе  (Іев  потЬге  (РгеГасе  хі]) 
іоворитг:      пе  зёраге  роіпі  1а  ТЬёогіе  Леа  потЬгез  сіе  ГАпаІузе  іікіёіегтіпё,  еЬ  )е 
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Излагая  теорио  опреЪгъленныхь  алгебратескихь  уравиеній  высишхь  сте- 
пеней, я  предполагаю,  что  читателю  пзвѣстны  начала  Алгебры  изъ  со- 
чиненій,  которыхъ  довольно  имѣегася  на  отечесгавенномъ  языкѣ. 

Но  я  считаю  нужнымъ  изложить  предварительно  необходимыя  для 
насъ  нѣкоторыя  общія  свойства  Функцій,  теоремы  о  безконечномалыхъ 
и  безконечнове.іикихъ  количествахъ  и  шеоріно  производныхъ  Функцін:  эгао 
по  справедливосшн  должно  отнести  къ  Ллгебрѣ  ;  но  оно  обыкновенно 
излагается  въ  ДиФФеренціально"-іъ  Исчисленіи,  которое,  можетъ  быть, 
большой  части  изъ  монхъ  читателей  не  знаі^омо.  Я  здѣсь  іімѢлъ  руковод- 
сшвомъ  сочиненія  Косий:  Апаіузо.  ЛІ^ёЬгкіие  и  Краткое  изложете  уро- 
повъ  о /^афференціально.иь  и  Шнтсгральполіь  Иогислепш^  переведенное  Г- мъ 
Академикомъ  Буняісовскимъ. 

§  7.  Перслітыінылш  количествами  называются  шѣ,  которыя  получа- 
юшь  послѣдоватеиьныя  значенія,  отличныя  одно  отъ  другихъ. 

Если    ^^^(х^,    Хз,..'  представляетъ   Функцію   нѣскольких^Б  ко- 

личествъ  Хі,  Хз,.  .  х^^,  га.  е.  если  она  результагаъ  дѣйсшвія  Г,  произ» 
водимаго  надь  этими  количествами,  то  ея  значеніс  будегаъ  измѣнягаься 
съ  измѣненіемъ  х^,  Хз..-.  х,^^.  Когда  послѣднія  по  свойству  вопроса  со- 
вершенно произвольны,  тогда  они  называются  главными  пли  независи- 
аіыліи  7ісрвлі/ьннымиу  напротивъ  того,  количества,  съ  измѣненіемь  ко- 
шорыхъ  измѣняется  сопросъ,  называются  угостоянныяш. 

Случается,  что  Хі,  Хг,...  х  ,  с^оть  Функціи  количсствъ  / 1 ,     ,. ..  ^^, 
которыхъ  значенія  совершенно  произвольны:   тогда  Хі,  х^,...  х^^^,  а  по- 
этому и  г;,  будутъ  измѣняшься  зависимо  отъ  значеній,  приписываемыхъ 
і^,   С.,^  ^з>'--  ^^-        такомъ   случаѣ  ѵ  есть    Функдія   отъ  Функцій  Хі,' 
х„,...  х,^^,  и  независимыя  перемѣнныя  будутъ  і^,  (г^,...  і ^^. 

§  8  Если  количество,  измѣняясь,  приближается  къ  другому  постоян- 
ноліу  такъ,  что  разнится  отъ  него  произвольно  мало,  то  второе  ко- 
личество называется  лредіълояіъ  перваго.  Количество,  когаораго  значе- 
ніе  ,  независимое  отъ  знака  или  — ,  можешъ  быть  менѣе  всякаго  дан- 
наго,  или  когаораго  предѣлъ  есть  нуль,  называется  безконегнолшлыліь,  а, 
вь  противоположность  еліу,  количество,  кошораго  значеніе  можетъ  пре- 
взойти всякое  данное,  называется  безконегновеликиліъ'.  оно  будегаъ  имѣгаь 
лредѣломъ  положительную  безконегностъ  (-«-<»),  если  оно  само  поло, 
жительное,  а  отрицательную  безконегность  ( —  со  ),  если  огіо  отрица- 
тельное. 


ге^^агсіс  сез  Леах  рагііез  сотте  пе  Гаівапі  ^'ипе  веиіе  еі  тёгае  ЬгапсЬе  сіе  ГАпаІузе 
а1^еЬгіг}це.  Еп  еГГеІ,  І1  п'езЬ  рая  сів  іЬеогете  зиг  Іез  потЬгез  ^^і  пе  зоіі  гё1аи{  а  Іа 
гёзоіпііоп  с1'иие  ои  сіе  ріизіеигз  е^иа^іопз  іпсіёіегіпіпёез. 
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Всякое  количество ,  которое  не  есть  безконечномалое  или  безконечно- 
великое,  называется  кот%нымъ, 

%  9»  Пусть  ъ  и  ^  (^і)  будутъ  безконечномалыя  количества;  предѣлъ 

отнотенія-^^  можетъ  быть  количество  или  безконечномалое,  пли  ко- 

нечное ,  или  безконечновеликое.  Если  оно  безконечномалое  при  п  <  «,  а 
безконечновеликое  при  тг  >  я;  гао  говоряшъ,  что  Г  ( і  )  есть  безкопехно' 
агалое  колтество  порядка  а  основаніл  і.    Такъ  напр.  і"'  есть  количество 

г» 

безконечномалое  порядка  а;  ибо  отношеніе  ~  =  г'^'-"  безконечномало  при 

72  <  й,  а  безконечновелико  при7г>а;  посему  п-ая  степень  безконетома- 
лаго  колшества  есть  безконечномалое  колигество  п-го  порядка  относи' 
телъно  своего  корня.  Изъ  даннаго  опредѣленія  безконечномалыхъ  коли- 
чествъ  вывод имъ  слѣдующія  заключенія: 


-1)  При  п=а,  отношеніе 


имѣетъ  предѣломъ    вообще  какое-либо 


количество  к,  которое  можетъ  быть  также  о  или  оо;  посему  будетъ 

и  выраженіе  кг^  можегаъ  служить  общимъ  видомъ  безконечномалыхъ 
коли  чествъ. 

2)  Пусть  к  будетъ  количество  конечное.  Полагая  последовательно 
а=о,  і^2,3ѵ'">  получимъ  рядъ  количествъ 

Ку    Кіу   К>Ъ   у  7С1 

когаорыя  суть  безконечномалыя  о-го,  А-то ,  2-го ,  3-го,....  порядковь 
основанія  г.  Отсюда  также  видимъ,  что  конечное  колигество ^  люжно  сг,и- 
татъ  безконегномалыліъ  порядка  о. 

3)  Для  а=- — 4, — 2, — 3,....., — п  получимъ  рядъ  количествъ 

к     к     к  к 

безконечновеликихъ;  следовательно  безконечномалое  колтество  отрица- 
телънаго  порядка — п,  есть  не  что  иное  какь  безконечновеликое  колигество 
положительнаго  порядка  п. 

4)  .  Пусть  будетъ  безконечномалое  количество  порядка  разумѣя  подъ 
/  число  цѣлое  положительное;  тогда  значеніе  корня 
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будетъ  беаконечномалое;  п  очевидно,  чшо  ошношеніе 

имѣетъ  предѣломъ  ,  .  , 

о,    к,    ч-    об ; 

смотря  потому  будетъ  ли 

п  <        п  =       п  >  іі\ 

_1 

посему  кі"^  есть  безконечномалое  количество  дробнаго  порядка  т.  Если  I 

X 

отрицательное  ,  то  ш     есть  безконечновеликое  количество  порядка  — 

§  10-  Вотъ  еш,е  нѣкоторыя  свойства  безконечномалыхъ,  необходимыя 
для  насъ  виослѣдствіи. 

\)  Безконеіноягалое  колжество  цѣлаго  положительнаго  порядка  т.е. 
вида 

•п 
к'  , 

тіьчлетъ  свой  знакь  съ  перелітьною   знака  количества  і,  когда  п  есть  не- 
четное  гисло;  а  сохранлеть  знакъ  количества  к,  когда  п  гетное.  Ибо  вь 
первомъ  случаѣ  степень  г'»  мѣняетъ  свой  знакъ  в^іѣстѣ  съ  і,  а  во  второмъ 
остается  положительною,  какой  бы  ни  былъ  знакъ  количества  і. 
2)  Суліліа  нтъсколъкихъ  безконссноліалыхъ  колшествъ 


гдгь  п',  п",.....  не  ліепыае  п,  есть  безкопегноліалог  количество  порядка  п. 
Ибо  предѣлъ  отношенія 

кіп-'^к' іп  -^к' іп' 


—=:Пѵг-5^Л'Іп'-з^Т^'іп"-5_ 


при  8  <  п  обраш;ается  въ  нуль;  а  при  8  >  щ  въ  оезконечность. 
3")  Полиноліъ 

аі  +Ьі  ч-сі  -»-....., 


расположенный  по  возрастающиліь  степенлліъ  і,  для  впсьлш  ліалыхь  зна- 
геній  г  иліѣетъ  знакъ  перваго  'слена  аі'*.  Представивши  эшогаъ  полиномъ 
въ  видѣ 

а  ^ 


А] 

видно,  чшо  чаешь,  заключенная  въ  скобкахъ  съ  уменьшеніемъ  г,  прибли- 
жается къ  единицѣ;    а  посему  предѣлъ   всего  полинома  будетъ  аі^к 

Когда  72=0,  тогда  знакъ  нашего  полинома  для  безконечномалаго  і,  оди- 
наковъ  съ  знакомъ  а.  Такъ  напр.  въ  полиноімѢ 

Пояиномъ 

аі%ЪІ"'+сі""+  , 

расположенный  по  возрастающимъ  степеняяіь  і,  для  п'  не.'бстнаго  и  Ъля 
сесълш  лшлыхъ  знагеній  і,  будетъ  то  больше,  то  лісныае  своего  лерваго 
ілена  ;  слютрл  потолгу,  будуть  ли  знаки  тіолшествь  Ь  гг  і  одинакге  или 

разные.  Это  видно  изъ  гаого,  чшо  по  сказанному  выше,  знакъ  полинома 

ЬѴ^  л-сі"'  +  

для  весьма  малаго  г,  ѳдинаковъ  съ  знакомъ  произведенія  ЬР^'  или  Ы. 

5)  Если  с»  лолиноліть 

аі"+Ьі"'+сі""+...... 

расположснноліъ  по  возрастающиліъ  степеняллъ  і,  показатель  п  есть 
гисло  гетное  ;  то  для  весъліа  ліалаго  і,  знахепіе  всего  полиполіа  будешь 
больше  перваго  глсна  аі",  когда  Ь  полоокителъное  ,  а  ліеньше  ,  когда  Ъ 
отрицательное.  Ибо  для  весьма  малаго  г,  по  сказанному  въ  членѣ  3), 
знакъ  количества 

ЪІплс-сѴ^   , 

одинаковъ  съ  знакомъ  ЬѴ^ ^  а  посему  и  съ  знакомъ  Ь. 
ГГоложивъ  7г=о,  выводимъ  слѣдующее  заключеніе. 

6)  Если  въ  полинолітъ 

а+ЬР'+сі''"+  

расположенноліь  по  возрастаіощиліъ  степеняліъ  і,  показатель  п'  ес?пь 
гисло  гетное;  то  изъ  встъхъ  знагсній  этого  полиноліа,  соотвтьтствуіощихъ 
еесъліа  жалыліъ  знагеніяліь  і,  то,  которое  соотвптствуетъ  і=о,  т.  е. 
а,  будетъ  наибольшее^  когда  Ь  отрицательное,  а  наиліеньшее ,  когда  Ь  по- 
ложительное. 

%  II  •  Припомнивъ  ,  что  безконечновелнкія  количества  можно  прини- 
мать за  безконечномалыя  ошрицагаельныхъ  порядковъ  ,  можно  вывести 
подобные  же  теоремы  и  для  безконсчновеликихъ  количествъ.  Изъ  ша- 
кихъ  теоремъ  замѣчашельна  слѣдующая; 
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Когда  еъ  полиномть 
(ІЗ)  аоХ'^-ьа.х'^-^ч-а^х''»-^^....  ат-іх+Это 

дадимъ  х  довольно  большое  знтеніе^  знакъ  этого  полиножа  будет»  одина- 

г 

ковъ     знакомь  перваго  глена.  Чгаобъ  доказать  эшо  ,  положимъ  х= — , 

а 

означая  чрезъ  а  количество  безконечномалое;  гаогда  данный  полиномъ  при- 
мешь видъ 

— ^(-Ь— -ач- — а^-ь.          .  —  а       —  а  у 

а"'  а„ 

Множитель  ръ  скобкахъ  для  безконечномалаго  а,  т.  е,  для  безконечно- 
великаго  весьма  мало  отличается  отъ  единицы  ;  посему  можно  вы- 
брать всегда  такое  сь,  или  такое  х,  чтобъ  этотъ  множитель  былъ  по- 
ложительный ;  слѣдовагаельно  ,  чтобъ  знакъ  всего  произведенія  былъ 

одинаковъ  съ  знакомъ  другаго  множителя  — ^а^л;»»  ,  га.  е.  съ  знакомь 

перваго  члена  даннаго  полинома. 

Когда  т  четное,  тогда  какь  для положптельнаго,  гаакъ  и  для  отрица^ 

тельнаго         знакъ  -^^а^х^^,  следовательно  и  знакъ  всего  полинома  (13) 
а 

будетъ  одинаковъ  съ  А  когда  т  нечетное,  тогда  для  л;  отрицатель- 
наго  знакъ  полинома,  будетъ  противенъ  знаку  коеФФиціенша  Посему 
значеніе  полинома  будешь  ( — ос]  для  х==. — оо  ,  когда  т  нечетное,  и  по- 
ложительное количество. 

§1^.  Если  Функцтя  і  іх)  для  каждаго  часшнаго  значенія  перемѣннаго 
X,  средняго  между  двумя  предѣлами  а  и  1>,  получаешь  одно  опредѣленное 
значеніе;  то  прнписавъ  х-су  значеніе  какое-либо  изъ  среднихъ  между  а 
и  д,  и  давши  пошомъ  ему  безконечномалое  приращеніе  /1х,  разность 

/  {х+Ах)-/(х) 

всегда  бываешь    безконечно.малая  для  безконечномалаго   Ах,   Въ  такомъ 

случаѣ  говоришь,  что  фунщіл  і  (х)  непрерывна  относительно  х  ліежду 
Ъвулія  предгьлалш  а  м  Ь. 

Когда  эти  предѣлы  безконечноблизки  кь  частному  значснію  лг,  тогда 
товоряшь,  что  Г  (х)  есть  непрерывная  фушщія  х,  въ  сопредгълъности 
гастнаго  знаъеніл^  взлтаго  для  этого  перелітъннаго. 

Если  Функція  /  (.г)  перестаешь  быть  непрерывною  вь  сопредѣльносши 
частнаго  значенія  х,  тогда  называюгаь  ее  грерывною  ,  и  говорягаь  ,  что 
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для  часшнаго  значенія  перемѣннаго  л?,  Функція  /  [х)  имѣетъ  разръгвъ  пс^ 
прерывности  (боіиііоп  сопііпиііё). 
Очевидно,  чшо  Функція 

когда  т  цѣлое  положительное  число  непрерывна  віежду  предѣлами  —  оо 
и  ч-эо  ,  и  непрерывна  также  въ  сопредѣльиосши  всякаго  часшнаго  зна- 
ченія  X,  взяшаго  между  этими  предѣлами.  Но  Функціи 

а     а        а  а 

Іс'  X''*   х—а  '  (х—аУ" 
между  тѣми  же  предѣлами  имѣютъ  разрывъ   непрерывности  :  первыя 
двѣ  при  ^=0  ,  а  вгаорыя  при  Х:=а.  Пришомъ   для  каждаго  изъ  эшихъ 
частныхъ  значеній  ,  онѣ  получаюшъ  два  значенія:  ч-  оо  и  — оо  ;  смотря 
погаозіу,  было  ли  прежде 

л;>или  <  о  и  а. 

§  13-  Пусть  Функція  /(х,у,2,...)  нѣсколькихъ  перемѣнныхъ 
х^  у,  непрерывна  относительно   каждаго  изъ  нихъ  ,   въ  сопредѣль- 

носгаи  ихъ  частныхъ  значеній  X,  2,.....;  тогда,  давши  послѣднимъ 
безконечномалыя  приращен!  я 

каждая  изъ  разностей 

/  {x•^^x,  у-і-Ау,  г,....)—/{х^Ах,  у,  г,....) 

будетъ  безконечномалая;  посему  и  сумма  ихъ 

/  {Х^Ах,  у^Ау,  ^ч-д^,....)-/  {X,  у,  г  „) 

гаакже  безконечномалая;   слѣдовагаельно  съ  приближеніемъ  перемѣнныхъ 

X,  у,  г,  ,  къ  посшояннымъ  колнчествамъ  дг,  ^,  2,  ,  Функція  /'(х,у,2,...) 

будетъ  приближаться  къ  ^  (X,  У,  2,...),  Ничто  не  препятствуегаъ  до- 
пустить, что  перемѣнныя  х,  ^,  г,          связаны  извѣстными  условіями, 

или,  что  каждое  изъ  нихъ  есть  Функція  новаго  не^ависимаго  перемѣн- 
наго  (.  Въ  послѣднсмъ  случаѣ  /  (х,  у,  г,...),  будетъ  непрерывна  относи- 
тельно перемѣннаго  (,  въ  сопредѣльносши  часшнаго  его  значенія.  Такимъ 
образомъ  цѣлая  Функція 

а^х"^-і'а^х"^-і+а^х"^-^^,...-і-ат-і  х-^йт 
непрерывна  для  всякаго  дѣйствишельнаго  значенія  х^'^  потому  чшо  она 
непрерывна  относительно  каждаго  члена,  а  каждый  членъ  непрерывенъ 
относительно   х.    То  же    должно   сказать    о  всякой    цѣлой  Функціи 
^  (-^і  нѣсколькихъ  перемЬнныхъ  х^^ ,  х^^..,.Хп.  Если  каждое  изъ  пе- 


ремѣнныхъ  х^,  х^.  Хп,  есть  цѣлая  раціональная  Функція  новаго  неза- 

Бисшіаго  перемѣннаго  (,  то  /  (хі,  х-і,.  Хт)  будешъ   также  цѣлая  ра- 

ціональная  Функція  количества  а  посему  она  недерерывна  относитель- 
но г,  между  гіредѣлами —  оо  и  +  ос. 

Дробная  раціональная  Функція  вида  (3)  превраш,ается  въ  +  оо  для 
значеній  х^,  х„  Хп,  уничпіожаюш,ихъ  знаменатель  І^,  ш.  е.  для  кор- 
ней уравненія  Р=о. 

§  1^^  .  Пусть  будетъ  г— /(^)  функція  одного  перемѣннаго  лг.  ГГриписавъ 
послѣднему  частное  значеніе,  н  измѣнивъ  его  безконечномалымъ  количе- 
^вомъ  Ах  ,  Функція  /'  (х)  ,  если  она  непрерывна  въ  сопредѣльносгаи 
часшнаго  значенія  х,  измѣнится  также  какпмъ-либо  безконечномалымъ 

.     Ау       /(х-і-Ах)  — /  (х)^ 

количествомъ  Ау.  Ошношеніе   =:  —  съ  уменьшеніемъ 

Ах  Ах 

безконечномалыхъ  количествъ  Ах  и  Д^  ,  будетъ  приближаться  къ  одному 
опредѣленному  положительному  предѣлу.  Эгаотъ  предѣлъ  измѣняется  съ 
измѣненіемъ  часпшаго  значенія  х,  н  зависигаъ  отъ  вида  данной  Функціи 
/(х);  посему  онъ  называется  производного  фупкціею  ,  и  изображается 
обыкновенно  чрезъ /'(х)  или  у. 

Займемся  изысканіемъ  производныхъ  Функцій  отъ  Функцій  алгебра- 
ическихъ. 

4)  Для  у=/(х)=х^>^,  гдѣ  есть  ціілое  положительное  число,  отношеніе 
безконечномалыхъ  приращеній  будетъ 

Ау  /(х-і-Ах) — /(х)    (х-і-Ах]"^ — х"*^   (д-ч-Дт)'«— аг"* 

Ах  (огч- Д.с)  — X  1 

совершпвъ  дѣленіе  въ  послѣднемъ  выраженіи,  находимъ 

^^{x^і^Аxу>^-^■^^x{x-і^Аx)"^~'^■і^x '  (д^Ч"  Д  д?) "  ^  Ц-  х'"^  -  ^{х-і- А  x)^^^x"^  -  ^ ; 

Ах 

переходя  къ  предѣламъ,  получаемъ 


\=^x^>^—І^І^Xт—'І^X'^^~'^^і•  -^Х^  ' ^ -^- Х^^ " ^ ^ТПХ^^ 


и  шакъ  производная  ошъ  у?=:х^,  есть^ 
(44^)  у=:тх^'~^ 


Ах  Ах 
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2)  Имѣя  у==А  /{л),  гдѣ  Л  не  зависишъ  ошъ  х;  давшн  послѣднему  при- 
ращеніе  Дл: ,  перемѣнишся  только  Дл:)  на  /(х-і-Ах),  огаъ  чего  получимъ 

вычшя  изъ  этого  равенсгява  предъидуш;ее ,  будемъ  имѣшь 

раздѣливъ  обѣ  части  на  Ах,  предѣлъ  отношения  будетъ  равенъ  по- 

.  Лх^Ах)^Пх) 

стоянному  Л,  помноженному  на  предЬлъ  отношенш   1_,    пі.  е. 

Ах 

на   /'(д:);  слѣдсшвенно  у^А  /'{ос). 

По  этой  причинѣ,  производная  отъ  у=:=-ах'>^^,  будетъ  у'  =:тах^^~''^ . 

3)   Производная  отъ  г=-/{х)-^А,  гдѣ  А  постоянное,  будетъ 

Ш{х^Ах)^А]-[/{х).^А]  \               (  /^х^^Ах)  —Г(х)  \ 
У    =   пред\   -^-^—  )  ^  пред.^  ^  ]. 

Отсюда  еидият,  %то  постоянный  %лснъ,  пріідаваемый  къ  данной  функціи, 
шгезаетъ  въ  производной. 

Посему  для  у=/'(х)=х±а,  производная  будетъ  /'(л;)='І. 

Щ  Возмемъ  сумму  нѣсколькихъ  Функцій:  ф  [х),       (х),  ^  (х)  Озна^ 

чывъ  ее  чрезъ  ^г=/  (х),  имѣемъ 

у=/  (х)  =  ф  (х)  ^  гр  (х)  +  ^  {х)  +  

Давши  X  приращеніе  Ах,  каждая  изъ  слагае.мыхъ  Функдій  получигаъ  сеоЬ 
соотвѣшственное;  посему  будешь 

/  {х  -і-  Ах)  =  ф  (о;  +  Ах)  -і-  яр  (х  -і-  Ах)  -і-  ^  (.г      Ад;)  +  

Вычтя  изъ  этого  выраженія  предъидущее  ,  найдемъ  приращеніе  Ау, 
которое  будегаъ 

^І=Лх+Ах)—/{х)-=^ф(^х+Ах)-ф(^х).ъгр[х^Ах)—хр(х)Щх+Ах)^^(х^^  

раздѣливъ  его  на  прираш;еніе  Ах,  и  перейдя  пошомъ  къ  предѣламъ,  получимъ 


пред.  (2)=пред.(^^^))=пред.  (!Н^:^^|ЬП^)1 

.('^іі^:!:^:І^-)).пред.р 


пред. 

Ах 

или  /''(х)~ф'(:іг).і.хр'[а;)-і-^Ы)-і-  Откуда  видно,  что  угроизвод нал  отъ  сум- 

>мы  нѣсколышхь  функцій^  есть  суліма  производныхъ  отъ  каждой  слагаемой. 
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Посему  для 
производная  будегаъ 

(І5)  у=а^тх^"-^-і-а^[т—і)х"^-^'і-аг,-і-{т — 2)л;"»-3ч-  

5)  Пусть  дано  произведеніе  двухъ  Функціы:  у=ф(^х).  'ф  (д:).  Давши  ко- 
личеству X  прираш,еніе  Ал;,  Функціи  у,  ф(х),'ф  (х)  получатъ  соотвѣгасшвен- 
ныя  имъ  приращенія  Д/,  Д  [ф  (х),]  Д  [ф  [х)  ];  огаъ  чего  будемъ  имѣгаь 

у+Д7=((РМ4.Д[ф(л:)]\  [./.(а;>Д[^(а;)]  ]; 

или 

^^.Д^=ф(л;).1/.(л•>1/.МД[(Р(а;)]+фМД[я/.(л;)]^.Д[фМ]Д[^(л;)];  . 

вычгая  изъ  этого  уравненія  предъидуш;ее /=ФСл;).і/'(л;);  раздѣливъпотомъ 
обѣ  части  полученнаго  уравненія  на  Ах,  и  перейдя  къ  предѣлу,  найдемъ 

-ред.  (д^)  -7=пред.  (І^і^^^ипредД^^^ 


Но  какъ  "ф  (х)  и  ф  [х)  не  заключаютъ  приращенія  Длг,  гао  онѣ  отъ 
приближенія  послѣдняго  кь  нулю  не  измѣняются ;  посему 

пред.  \     (х).  ^[Ф  Щ^.'ф  [х).  ф'  (х.)  и 

пред.  <  ф{х).   ЧФЩ=Ф  (х).  'ф'  {х). 
(  Ах  3 

Ошнотеніе  ^  съ  уменьшеніемъ  Ах  приближается   къ  конечному 

Ах 

предѣлу  ф'  (л:) ,  и  множится  на  безконечномалое  количество  Д[^  (д:)], 
имѣющее  предѣломъ  нуль;  посему 

пред.  |а  [  Ф  (^)  ]^  А        НІ  |==ф-Ы.о=о, 

и  производная  огаъ  (х).  -ф  (х)  будегаъ 

(46)  Г'=  'ф  (х).ф'{х)^ф  {х)4'{х) 

Подобнымъ  образомъ  найдется  производная  отъ^=ф  [х).  'ф  {х\  ^  (л;).  По- 
ложивъ  'ф  {х).  ^  {х)-=:і  по  доказанному,  производная  ошъ  у  =  Ф{х).  Щх) 

будегаъ  7'  =  ф  [х].  Р  {х)  -і-  Г  {х).  ф'{х),  гдѣ  Р'=іф(х),^{х)-і-ф[х),'ф'(^х).  По- 


сему:  У=(Р       ^  М-  М.       (:г).  ^  ^-ь^  М-  ^  (-^)- 

Пусть  вообще  будешъ 

у:=.г.  и.  і>.  и>  -у.  і  > 

гдѣ  2,  и,  ^  ^^,....^,^  суть  Функціи  х.  Положивъ  ВД=м.  Р.  ^^....^.  ^  про- 
изводная  ошъ  /  будешъ  • 
/=У.  Г{х)=^^'.  и.  V.  ^....ч.  і—^.  ^ [осу, 

но  . 

р>(^^у-.  у;^  ('..(^....5.        г/,  произв.  (^(^  ^р....^. 

произв.  {у.  ^....3.  0=  ^+^-  "Р°'"^-  ,  ^^'  " 

ііаконецъ  ^  ^ 

произв.  (5.  і)г=з'.        .  -У' 

Вставляя  каждое  изъ  эпшхъ  выраженій  въ  предъидущее,  наидемъ: 
(І7)  У=г'.  и.  V,  и.  ѵ.  і^....з.  і.-^г.  и.  р.  и'. ...8. 

и.  і^.  «'....5.  и,  V.  і', 

т.  е.  производная   оть   произведены  т  фунпцій  состоишь  шъ  суммы 
гленовь,  изъ  шторы хъ  каждый  есть  произведете  производной  одной  изъ  т 
функцій  на  есть  прогія. 
Для  примѣра  наидемъ  производную  отъ 

гдѣ  а_,  а,,  а^,..Мт  суть  количества  постоянный.  Производная  ошъ 
каждаш  множителя  есть  единица  ,  ошъ  чего  искомая  производная 
будешъ: 

/'    у'=/'{х)—  {х—а^)  (х—а^)  (х—а^  (х—ат-і)-  (х — а^) 

I  +  (х—а^)  (х—а^)  {х — а^)  (х—ат-і)  {х—Лт) 

{Щ  <  ^  {х—а^)  (х^а^)  (х—аі^)  (а;— а„,_і)  (.г— а^») 


+  (х—а^)  (л;— а, )  (х^а^  )  (л;— а^^.з)  (х^ат-і)' 

§  16'  Такъ  какъ  производная  Функція  У'(д?)  есть  Функіця  х,  гао 
она  БЪ  свою  очередь  можсгаъ  имѣшь  свою  производную,  которая  въ  ош- 
ношеніи  къ  данной  Функціи  /(л;]  называется  второю  производпою  или  7г/?о 
изводиою  втораго  порядка,  Послѣдняя  можетъ  также  быть  Функціею  х; 
слѣдовашельно  также  можетъ  имѣгаь  производнук),  которая  называется 
третьего  производного  и  т.д.  Такимъ  образомъ  будемъ  имѣшь  рядъ  Функціи, 
изъ  которыхъ  каждая  есть  производная  предъидуш,ей;  ихъ  означаіошъ  такъ; 
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у,  у,  У"  или 

здѣсьу'=/(л;) означав тъ  производную Функцію ,7"— /  (л7)производную  ошь/  (а;), 
или  производную  вшораго  порядка  ошъДл;);  у"'-=/""{х),  производную  пер- 
ваго  порядка  ошъУ  '(л:)  или  производную  віпораго  порядка  Ошъ  /(о;),  и 
га.  д.;  наконецъ  'у^^=і{^^=.{ос)  есшь  производная  перваго  порядка  огаъ 
^Ст»-!)— /7«-і^^;^^  производная  втораго  порядка  ошъ  ^<^'«'-2)=Д'»-2)(^дг), 
производная  шретьяго  порядка  отъ  уі^-^)—у^—'^{рс),  производная  четвер- 
шаго  поряді?а  огаъ  У '«-^(.г),  наконецъ  она  есшь  производная  порядка  т 
огаъ  данной  Функціи  у-=/'{ос^. 

Сосгаавленіе  эшихъ  Функцій  весьма  легко:  каждая  изъ  нихъ  сосгаавляешся 
изъ  предъидущей,  какъ  /^'{х")  составлена  изъ  /^{х). 

Такь  напр.  для 

по  уравненіязіъ  (13),  (ІЧ^),  производная  перваго  порядка  огаъ  эгаой  Функціи 
получишся  , когда  пожножияіъ  каждый  гленъ  на  соотвѣтствующій  ему  по- 
казатель ѵри  X,  уменыииліъ  этопгь  показатель  единицею,  и  унштожимъ 
постоянный  глень  \  посему 

у-=:/(х)—а^ тх^-^-і-а , (т  —  >І  (^г ~2)а - ^-ьа , (т—         -  ^ч-. . . 

изъ  у  по  тому  же  правилу  сосшавигася  вгаорая  производная 

+аз(7гг_зЗ(/гг— ^'^-б^.  ^.^,^     .  3.2д:ч-а^  _2.2, 

по  гаомуже  правилу  найдутся  производныя 

у"г=/'"'(х)—а^т{т — ^){т—^2)x^-^^і■а  ^{т— і){т — 2)(77г— З)а;'«-А 
+а  2)(ш—3)  ( л;г— ,  (/гг— 3 }  (лг— ^^)  (  ал— 5)л:'«-б+. . .'. .  .+ат-ь  .3.2 

и  га.  д. 

у^п')—/,п)(^х)—а^т[т — 1 )....( /тг  — 7г-ь1)л;''»-«-ьа^     — \)....[т—7і)х^-^~^ 

послѣднія  производныя  будугаъ 

у(7п-ъ:,^/-т-ъ(^^^а^7п{т—і)....^Лх'>і-а^{т---'\Хт—^)....Ц,Зх' 

2)...3.2х+(^г— 3)...3.2.(7з 
7('«-2)=/«-2(,г)=а.„т(т-->|)....Ц.Зх+а,(ш-->|)(т— 2)....3.2 
у('п-і)=/«^-\х)=а^т(т—і)....-и2.х^а^(т—і){т—2).,..д.2 
у^'^^=^'^[х)=а^т{щ—і)...,3.2.і 


\ 


19 

Предложимъ  себѣ  еще  найти  пропзводныя  различныхъ  порядковъ  опт» 
функціи  / 

Ея  производная  перваго  порядка  найдена  въ  §  Щ  сп.  ур.  (18}  ,  и  оче- 
видно, чгао  первый  членъ  Функцій  есть  не  что  иное,  какъ  частное 

—  ,  второй  членъ  есть  частное  —   ■   и  ш.   д.,    гаакихъ  членовъ 

т,  и  послѣдніи  будегаъ  ;  посему  имѣемь 

X — ат 

а: — X — х — «з  х — , 

Чтобы  получить  вторую  производную  У"(^),  должно  поступать  съ  каж- 
дымъ  членомъ  ^'{^^с)  такъ,  какъ  мы  поступали  съУ(^г)  дл.э  полученіяУ^(л'); 
т.  е.  должно  взять  сумму  производныхъ  огаъ  каждаго  изъ  членовъ  : 
^\х)       /{х)  Ах)  /(х) 

   ,   ,  — ^  •    Эти  производный  оудутъ 

Х—а^      Х—а^        Х^ат-х     X — 

произв.  I  — -^^  }=,  г   -ь ,  •  +. . . .  +  ^4  . 

Х—а^      {х — а^}(^г— а,)    {х—а^^х — «з)  {х — а^{х — ат) 

произв.  I   \=-  Ц  +  ^^А-  ;   ^  V 

произв.  \    ^       =  і^^^  ^Ч-  і-^  ,-{-....+  і  ^  

^дг— аз>    (дг—азХл:— а,)  {х—а,Хх—а,)      ,  (х^а.Х^^ар,) 

и  т.  д. 

произв.    (М.]=—М  А^) 

\х-атІ   (л:_а^Х^-а,)  {х-ат)[х-а^)      '  {х-а^Хх-ат-!): 

сумма  ихъ  ссставигаъ  /"(х).  Ясно,  что  знаменатели  всѣхъ  членовъ  этой 
суммы  сушь  всѣ  возможный  переложенія  изъ  т  множителей 

С^'')  ^—а^,х—а^,х—а^,....х--ауп, 

по  2;  посему  каждый  членъ  будетъ  имѣть  себѣ  равный.  Соединивъ  равные- 
члены  въ  одинъ,  знаменатели  неравныхъ  членовъ  будутъ  всѣ  возможны^ 
сочегаанія  изъ  т  множителей,  (21)  по  2,  ошъ  чего  имѣемъ 

■  ~  '  -         '    ^  3- 
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/(^) 

/(^) 

— >д 

-а^^\х- 

/(^) 

-а^Хх- 

-аО  {X- 

Ах) 

/(^) 

V- 

-0^.){Х- 

/(^) 

+  и  т.  д.  + 


{22)  /'  (       1.2.  [(л;— а ,  )(^г— . . .  {а:—ат)-\-{х—а  ^){х—а ,)....  (х—а^) 

>  ( х—а 2  )('^— ). - ..{х—ат-і  )+• . . .Сл7— а ^ а^) . . . .[л—а„г) 

^і.^:с—а^){x—а^)...{x—ат-і)■і^^  ш.  д.-і-{х—а^){л—а„^)...[х—ат-і)' 

Пх)  '  . 

Изъ  послѣдняго  уравненія  видно,  чгао  -^^ — ^  есшь  сумма  всѣхъ  р^зличныхъ 

произвсденіи  изъ  т  множителей  (21)  пот — 2,  и  изъ  гаеоріи  сочегааній  извѣ- 

77г(/77— 4)(т— 2). . .  Л.З  <), 
сгано,  что  число  эшихъ  произведеній  есшь  2.  З....(7л— 2)  ТГ2~' 

Производная  трегаьяго порядка У"(л?)оудепть  сумма  производныхъ  ошъ  каж- 
даго  члена  второй  производной /'(^г;);  но  каждый  членъ  Функціи  /'(х),  будучи 
послѣдовашельно  раздѣленъ  на  множители  (21),  невходящіе  въ  его  знамена- 
тель, произведегаъ  т— 2членовъ;  посему  число  членовъ  въ/"(^)  будешъ  т—% 
взятое  столько  разъ,  сколько У"(л:)имѣетъ  неравныхъ членовъ,ш.с.  эгао  число 

гпСт  —  \^    тСт — іХ/?г— >2)  „  . 

будешь  т— 2. —"^  \    ^  Каждый  изъ  членовь  ^  (^),  въ 

числѣ  прочихъ,  будешъ  имѣть  два  члена  себѣ  равныхъ  ,  отличающихся 
только  порядкомъ  множителей  знаменателя  ,  п  по  соединеніи  этихъ- 
равныхь  члсноБЪ  будсмъ  имѣшь 

^  (  /(х)  ^       А^)  ^ 


Лх)   ^  Л^)   л^і 

-ат^  {x-а^x—а,X^—а^  ( 


^^^а^Хх^'^Хх—ат^  {х-а;Хх—а,Х^'^а^^''\х—аХ^—^.Х^^ 


^  "^(^г— аДл'— а,;г_,Хл'— а„,)    ,Х    а ^Х- а,п-,Х^—ат\ 


-ь  и  т.  д.  + 


2>1 


или 


(23)  /"(лг)='1.2.3.[(лг— а^...(^— аг;»_і)(^г— а;п) 

И  шакъ  ^  ^  ^  -  есшь  сумма  всѣхъ  различныхъ  произведеній  изъ  т  множи- 
телей (21),  взяшыхъ  по  т — 3,  и  число  эгаихъ  членовъ  будетъ 

т(т—  \)  (т— 2). . .5.4-  __т(т—  1]  ( т—Щ 
;1.2.3  ....  {т—Ъ)   ^      'І.  2.  3  ' 

Замѣшивъ  законъ  сосгаавлешя  Функцш  ^^(^),  і2~^  Г25  ^  легко  заклю- 

чишь,  чшо   Функцш  ^  будегаъ  сумма  часшныхъ,  ошъ  раздѣленія/(д:) 

послѣдовашельно  на  всѣ  различный  произведенія  ,  составленныя  изъ  т 
множителей  (21),  взятыхъ  по  п;  посему  она  будегаъ  сумма  всѣхъ  различ- 
ныхъ произведеній  изъ  т  множителей  (24)  по  т—п,  и  число  членовъ  въ 
ней  будетъ 

т[тп — 4 ) . .  .(тгч- 1)  т{т —  \)...(т — 72+ 1) 

А.  %Л.  (т—п)  I.  2.  З..„7г 

Слѣдовагасльно 

(25)  I  [X)  .  ^ 

\,<^,..{гп~^У^  (^'-'^х)(.^-а,)-г-(^-а^(^_аз)4....+(лг-а,)('^-а„,) 

+(л:— а ,)(  л:—  а, )+.. .+( ^-^  а ,)  (  л:-"а.;г)+.  •  .Ч-(^— аг^-,)(лг— а;«) , 
т{т- — 1) 

гдѣ  вторая    часть   содержитъ   — членовъ. 

Равнымъ  бразомъ  ваходимъ 

\^_, 

(26)  Гіі)  ,     '  , 
4.2...(т-2)=^-^^~^-^"^^^~^->— 

гдѣ  вторая  часть  имѣетъ  7п  членовъ. 

Наконецъ,  взявши  производную  этой  Функціи,  получаемъ- 

■= 1 -ь  1   1 -ь . . . -ь  і~ //г  ^ 


і.2...(т— 2)(77г— І] 

или  аЧ 

(27)  \Л.?>...{т—\)іп 
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Условимся  означали,  чрезъ  С»  (а,  д,  с,  )  сумму  всѣхъ  различныхъ 

произведеній ,  сосгпавленныхъ  изъ  буквъ  с         по  ?г;  тогда  выраже- 

нія  ,  выведенный  для  производныхъ  различнаго  порядка  /"(дг) ,  могушь 
быть  изображаемы  такь: 

{  /(^х)  —  Ст{х—а^,х — а\,х — а^,  х — ат). 

у  /(а:)—'\.С„ъ-і{х—а^,  X — ат) 

^  /"  (х)=\.'2.  Ст-^(х — а^,  X — ат)  и  т.  д. 

(28)    <ч  /т-^{:^)^^.2....{т—^)С,{x—а^,  х—ат) 

I  /Ь-і(х)^>|.2(7П— 1)С,(л;— а,,  х—ат)  '  I  / 

/  /'«(.а;)=:<.2  тС^{х — а,  х — а^*). 

§  16,  Пусть  будегаъ  Функція  /(лг),  непрерывная  въ  сопредѣ.гьности 
часшнаго  значеиія  х-=х^.  Дадимъ  послѣднему  положительное  приращеніе 
Ах,  тогда /(л;^)  перемѣнишся  въ /(д:;^+Д,г).  Здѣсь  могугаъ  вспірѣшиться 
два  случая:  что  ^ {х ^•і-Ах)> ^ (х ^)  ,  т.  е.  съ  возрасгааніемъ  перемѣн- 
наго  X  ,  Функція  /{х)  также  возрастаетъ  ;  2)  что  /(х^-і-Ах)</(^Хд), 
ш.  е.  съ  возрастаніемъ  х,  Функція  /{х^)  уменьшается.  Въ  первомъ  сду- 
чаѣ  разность 

будетъ  положительная,  а  во  вшоромъ  отрицательная.  Найдемъ  призна- 
ки, отличаіощіе  эти  два  случая. 

Такъ  какъ  /'{х^)  есть  предѣлъ  оганошенія 

/{х^+Ах)—{х^), 
Ах 

то  можно  положить 

/(х^^Ах)—/(х^) 

 =/'(х„}і.і, 

Ах 

V  - 

гдѣ  г  есть  количество  положительное  или  отрицательное  ,  и  можешь 
быть  взято  такъ  малымъ,  чтобъ  знакъ  количества былъ  оди- 
наковъ  съ  знакомъ /' (д;^).  Отсюда  видно,  что  для  безконечномалаго  с 
или  для  безконечномалаго  Ах,  знакъ  ошношенія 

-       ,  •  І(х,^Ах)-/{х„) 
Ах 

одинаковъ  съ  знакомъ  производной  У(х^).  Посему  :  ^)  ежели  /{х^)  поло- 
жительная, то  знаки  приращеній 


7 


23 


/ 


одинаковы;  слѣдовашельно,  когда  увеличится  гюложительнымъ  при- 
ращеніямъ  Дг,  шогда  Ііх^  гаакже  увеличится  положіітельнымъ  при- 
ращеніемъ /(д7о+Д^г)— 2)  если  же  ^'{ос^)  отрицательная,  гао  для 
положигаельнаго  Д^;  разность  /(дг^+Дл:) — /(•^о)  ДО-іжна  быть  отри- 
цательною, т.  е.  съ  увеличеніемъ  безконсчномалымъ  количесгавомъ 
Д^; ,     Функція        Хо  )    уменьшится     безконсчномалымъ  количесшвом-ь^ 

§  17,  Когда  Функція  /(^г)  непрерывна  относительно  х  между  предЬ- 
ламидг^лГо  и  =  (разумѣл  Ха<Х)^  шогда  съ  возрасшаніемъ  л:,  начиная 
отъ  Ха  ДО  она  можегаъ  либо  непрерывно  возрастать  ,  либо  непре- 
рывно уменьшаться,  смотря  потому,  будешъ  ли  производная  У  (л:)  для 
всЬхъ  значеній  х  среднихъ  между  х^  и  X,  Положительная  или  отри- 
цательная. Но  Функція  /(х),  возрастая  съ  возрастаніемъ  х,  можешъ  пе- 
рестать возрастать  для  нѣкошораго  часшнаго  значенія  х—а  средняго 
между  Хо  н  X,  послѣ  чего  она  сшанетъ  уменьіпашься  :  это  значеніе 
/{х),  соотвѣтствуюш,ее  х=а,  будешъ  болѣе  всѣхъ  смежныхъ  значеній  , 
какъ  для  х<а,  шакъ  к  для  х>а,  и  называется  тахітпит.  Для  значеній  х 
безконечноблизкпхъ  къ  я,  при  х<а  производная  У  (лг)  будешъ  положитель- 
ная ,  а  при  X  >а — отрицательная  ;  слѣд.  при  переходѣ  х  изъ  сосшоянія 
<а  въ  состоявіе  >а,/'{х)  переходишъ  изъ  положигаельнаго  сосшоянія  въ 
отрицательное,  и  потому  она  должна  при  х=^а  сдѣлашься  оо  либо  о. 
Когда  же  съ  возрасгааніемъ  ФункціяУ(а-)  уменьшается  до  послѣ 
чего  сшанегаъ  увеличиваться  ;  тогда  значеніе  1{х)  меньше  всЬхъ  смеж- 
ныхъ, какъ  для  х<  а,  шакъ  и  для  х>а  ,  и  называется  тіпітит.  Здѣсь 
для  значеніи  х  безконечноблизкихъ  къ  производная  ^ {х)  при  х<а 
~^ошрицашельная,  а  для  х  >  а  положительная;  посему  У  (а)  должна  быть 
либо  00,  либо  о.  И  шакъ  въ  обоихъ  случаяхъ,  будешъ  ли  ^/(а)  тахппит 
или  тіпітит,  значеніе  производной  /'(«)  будешъ  либо  оо,  либо  о. 

Обратное  заключеаіе  не  имѣешъ  мѣсша,  потому  что  обращаясь 
въ  00   или  о  для  х=а,  можешъ  имѣшъ  одинъ  гаошъ  же  знакъ,  какъ  для 
х<а,  шакъ  и  для  л>а;  шогда  ^'{а)    сама  есть   тіхітит  или  тіпітит , 
ВЪ  сопредѣльиосгаи  дг^а,   либо  непрерывно  возрасшаешъ,  либо  не- 
прерывно уменьшается. 

§  18.  Пусть, /(л:)  и  Р  {х)  будушъ  двѣ  Функціи  ,  уничшожаіош^іяся  при 
Х=а,  и  осшающіяся  непрерывными  между  предѣлами  и  х,  —о,  а  Р"(^)со- 

хранаешъ  свой  знакъ  для  всѣхъ  значеній  х  среднихъ  между  а  и  Ь;  шогд^ 


ошношеніе  этнхъ  Функцій  будегаъ  заключаться  между  наибольшпмъ 

(-^) 

И  наііменьшимъ  значеніемъ  ошношенія  ііхъ  производныхъ  ■  - 

(дг) 

Означивъ  наибольшее  значеніе  этого  ошношенія  чрезъ  А,  а  наименьшее 
чрезъ  В,  будемъ  имѣгаь  неравенства  ^ 

Такъ  какъ  Р'^х)  имѣсшъ  одинъ  и  тотъ  же  знакъ  для  всякаго  значенія  х 
средняго  между  а  и  Ь,  шо  помноживъ  предъидущія  выраженія  на  ■Г'(^), 
разности  А.  ^'{х) — ^'{х)^  В.  1^'{х) — будутъ  нмѣшь  противные 
знаки  для  всѣхъ  значеніі!  х,  среднихъ  между  а  п  Ь.  Но  эти  выраженія 
суть  производныя  отъ 

А.  Т{х)—/{х),  В.  Р(х)—/{ху,  ^ 

а  какъ  производныя  имѣютъ  противные  знаки,  то  изъ  (§  16)  слѣдуегаъ, 
что  одно  изъ  послѣдннхъ  выраженій  съ  непрерывны^мъ  возрастаніемъ  х 
отъ  х==а  до  х=Ь  будетъ  увеличиваться,  а  второе  уменьшаться.  Но 
шакъ  какъ  они  оба  уничтожаются  при  х=сі,  гас  очевидно ,  что 
А.  Ріх) — -/{х)  и  В.  І'(х)—У{х)  при  всѣхъ  значеніяхъ  х,  начиная  отъ  х=:а 
до  х=Ь  будутъ  имѣш^ь  прошивные  знаки;  слѣдовашельно  А,  'Р(Ь)—/{Ь) 
и  В.  Р{р) — /{^)  будушъ  съ  противными  знаками.  Раздѣливъ  эти  выра- 

женія  на  знаки  разііосшей  А—'^~  и  В — также '  будутъ  про- 

-  /{Ь) 

тивны.  Ясно,  что  А  не  можешъ  быть  отрицательною;  ибо  шог- 

да  ^^^>А>В,  и  разность  В — -—  также  отрицательная,  что  быть  не 

можетъ.  Равнымъ  образомъ  В —  "^-—^  не  можешъ  быть  положительною; 

ибо  тогда  А>В':>~-)-,і\А — — ^  будетъ  также  положительная,  что  также 

не  возможно.  Слѣдовашельно  разность  А — -"^гтт  должна  быть  положишель- 

ною  ,    а  В  — ѴГ7Г    отрицательною  ;    посему     А> — и  В<-^—~т.  е. 

Г  (6)  Г{Ь)  Щ) 


содержится  между  Ли  В.  Отсюда  выводнмъ  слѣдуіощія  замѣчатсль- 

ныя  уравненія  : 

А.)  Положпвъ  д=^а-і-/і,  будемъ  имѣть  : 

Такъ   какъ  и  .р\х)  по  положенію  непрерывны  для  всѣхъ  значеній 

.  -^'  (л) 

X  среднихъ  между  а  н      то  отношеніе  ѵ,,  -       переходя  отъ  А  до  В, 

необходимо  проидетъ  чрезъ  значеніе  равное   — — ;  соотвѣтствующее 

значеніе  х^  среднее  между  а  и  Ъ=а+Іі  можно  изобразить  чрезъ  а+ф/г, 
гдѣ  ф  есть  количество,  содержаш,ееся  между  о  п  і;  посему  имѣемъ: 

(28)  ^      V    _    V    V  у  . 


2.)  Если  п — 2  производныхъ  отъ  /{х)  и  Р{х) 

Г\х\ГХх\   Г-\х) 

Г\х).Р"\х\    і^^-^лг) 


имѣютъ  шо  же  свойство,  чшо  и  '^^^^^  /^(^^и'  ™'         остаются  непрС' 


1П^),Г(хЦ^ 

рывными  между  тѣми  же  предѣлами  х,  и  уничтожаются  при  х=а; 
пришомъ  Функціи  второй  строки  и  /  (х)  также  сохраняютъ  свои  знаки 
для  всѣхъ  значеній  х  среднихъ  между  а  и  6;  тогда  сказанное  объ 

!/('х)  /'(х)} 
р}  с    у-,,,  <  >  можно  приложить  и  къ  Функціямъ: 
-/"[^Х),   г  \х)\^ 

посему  будемъ  имѣть 

/{а+/г)^/'(а^ф/г)    /"  {а^ф7г)_/"'  {а^ф"к)_/{а^ф  ^"~Л)_/>ч-ф^"~  '  Ѵр, 


2& 

гдѣ  ф,  ф\  Ф" у  Ф  " ,  ф'^""^^ф  ""'^закл'ЮЧ'аюгася  между  о  и  І,  и  удомешво 

ряюшъ  условію 

ф>ф'>ф">ф"'^  ф^С'»-  5)>(р^Л  — 1\. 

Сравнивъ  двѣ  краГінія  дроби,  имѣемъ: 

^^^^  і^(а+Л)~У^"(а+ф^'^Т^Ѵг)~~-^^1«+ѲЛ) ' 

3)  Ежели  низшій  предѣлъ  а  будешь  нуль,  то  уравненія  (28)  и  (2Щ 
обратятся  въ  слѣдующія  : 

/  (Л)     /\ф/П    -^Щ^"  {Щ 

Положивъ  въ  первомъ  изъ  нихъ  Е\х)^х^  буде^мъ  имѣть :  В{Іі)=.Ііу 
ГЩ)=І,  и 

А  положивъ  во  второмъ-  Е{х)  —  Ос"',  будешъ  Г^{х)—гк..,.ЪЛ.\  и 

(31)  ■  ./(Л)--=^^./ЧѲЛ,. 

Ц").  Возмемъ  п  производных  ь  огаъ  и  всшавимь  вь  нихъ  х-к-Н  вмѣсшо 

X,  тогда  получимъ  рядь  выраженій: 

изъ  кошорыхъ  каждое  есть  Функція  количества  Л,  непрерывная  въ  со* 
предѣльности  Іі-=-о.  Разность  У(^х-}-Л) — -/{зс)  есть  такая  же  Фуикція  Л,  и 
уничтожается  при  /г=о;  посему  она  имѣетъ  то  же  свойство,  какъ  п/{/г) 
въ  уравненіи  (30).  За.мѣтивъ,  что  производная  ошъ  /[^х-і-Іі)—/[^х),  взятая 
относительно  Л  есть  У^'(д;ч-Л),  по  уравненію  (30)  ниходимь  : 

(32)  /{х+/і)-/{х)=^Іі.  /\х^фІі). 
Сд^авъ  здѣсь  ф—о,  равенство  нарушится,  и  положивъ 

/(х+Л)— /^^г)— /г.  І\х)=2.у 
функція  2  количества  Л  и  ея  производная 
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относительно  К  имѣготъ  свойстпо  уничтожаться  при  к~о^  а  производ» 
«ая  вшораго  порядка  2.  будешъ  2  — /"(лч-Л);  слѣдовагаельно  по  уравненію 
(31)  можно  положить 

/(  хЩ—Ііос)— л.  /"'(л:+ф7г). 

Сдѣлавъ  «о  второй  части  ф        и  положивъ 

эша  Фуикція  Л  и  ея  производныя 

■  Г/'=г/'(.г4.Л)-/'М~^У"(а;) 

Ѵ"=/\х+/г)—/"{х) 

относительно  Л  уничтожаются  при  /і=о,  а  производная  3-го  порядка 
будетъ  і/""=/"(а;+Л);  отъ  чего  по  ур.  (Зі)  выходигаъ 

Л'  Л' 
/(:г)— Л.  /'(л^)— ^А^^^^зр^'-^'Т-^+Ф'^О- 
Разсмотр^Бъ  ходъ  этихъ  сужденій,  понятно  будетъ  уравненіе 

котораго  первая  часть  и  ея  п — і  производныхъ  имѣюгаъ  свойство  уни- 
чтожаться при  /г— о. 

Положивъ  въ  этомъ  уравненіи  х—о,  нмѣемъ: 

Перенеся  въ  каждомъ  изъ  уравнсній  (33)  и  (34)  члены  съ  —  въ  правую 
чаешь,  и  вставив ь  во  второе  х  вмѣсто  Л,  получимъ  двѣ  строки: 

(35)  /(хч.А)=/(х>Л.  ^'('^^>^п^>■^^/^Ъ>■■*^^^{x*Ѳ>,) 

(36)  •  /(^^^/(о)*^/^»)^^/'!»)*;^^-/'"^*.--*,-;^^^*). 
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Первая  строка  называется  Тегиюровой,  а  вторая  Маклорепевой, 

Положивъ  въ  ур.  (35)  /[х)—х"^  и  /71=71,  выводимь  извѣсшную  Нюшо- 
нову  бнномію: 


^  1  1.  2  1,  2.  3 


■  .■■Ѵ"^'"-У"'-^'^'//"-'ч."'("'-^^.-Л"--ч-^;.Л-"-н.Л"'. 
'І.  2.  3  :і  1 

А  дляДл;)=га^л:"*+а^л;"'~''+бГ2-^'"~°+.-.+й'7;г_і.:^+^/?г,  при  п=:^іп,  заліѣіпивъ, 

что  /"'(х)=^і.   2   т.  а„=/"*(х4-ѲЛ)=/'"(ѲЛ),  уравненія  (35)  и  (36) 

обратятся  въ  слѣдующія  ; 

(37)         /(а:+Л)-/(^;+1-/'(х)+_/"(^)ч.-^-  / "'(^)+.. -—  Ч^) 


+  


ч-(/?г— і)сгіа;"* 
ч-(т-2}а„_л;"*-^ 

-I-  

-ь2  а,п_..х 


4.(л?г — .  \  ут — 2)я ,  х"''^ ' 
+(/?г— 2Х7?г— 3)а„д;'^-' 
+  


АН 


ГЛАВА  ПЕРВАЯ. 


Об5  общвмь  6ЩѢ  ііоеффищентовъ  и  корней  уравненія  гислен- 
наго,  и  о  гислѣ  корней. 

§  Ш.  Уравненіе 

называется  •сислениыліъ^  когда  его  ковФФіщіенты  а^,  я^,. ..  о^^^  суть  чп- 
сленныя  выраженія.  Посмошримъ,  какой  видъ  пмѣюшъ  эти  численныя 
выраженія  и  результатъ  дѣйсшаія,  надъ  нилш  производимаго  для  полу- 
ченія  иеизвѣстнаго  Х' 

Нзвѣстныя  количества,  входяш,ія  въ  вопросъ,  изъ  когпораго  получилось 
уравненіеУ(^^г?)  —  о,  сушь  дѣйствигаельныя  числа,  а  коеФФиціенты 
а  ,  результаты  какихъ-либо  дѣйствій,  производимыхъ  надъ  этими  чи- 
слами; поэтому,  для  опредѣленія  вида  коеФФиціентовъ  а„ ,  а^,.,.а^^,  должно 
опредѣлишь  опш,ій  видъ  результата  всякаго  дѣйствія.  Мы  въ  состояніи 
здѣсь  это  сдѣлать  только  для  алгебраическихъ  дѣйствій. 

§  20.  Извѣстно,  что  первыя  четыре  основныя  дѣнствія,  т.  е.  ело- 
жешву  въшитапіе ,  у  ліноженіе  идгъленіе,  будучи  производимы  надъ  дѣйстви- 
гаельными  числами,  въ  результатѣ  всегда  даютъ  дѣнствительное  число, 
пол  о  нш  тельное  или  отрицательное,  а  потому,  когда  А^х^,  х^,...  бу^ 
дутъ  означать  дѣйствительныя  числа,  тогда  результатъ  слолаіаго  дѣй- 
ствія  вида 

»*з  . 
ЛХ  X    •  X  ^    ,    X  X 

будетъ  также  дѣйсгавительное  число  (разумѣя  здѣсь  показатели  лг^, 
т^у,.  тп^  дѣйствительными,  цѣлыми  и  положительными);  слѣдователь- 
но  сумма  піакихъ  членовъ  или  результатъ  цѣлон  раціональной  Фуикціи 
чисель  Л7і,  х^,.,.  д-^^будетъ  дѣйствительное  число. 

Такъ  какъ  дробная  раціональная  Функція  есть  частное  двухъ  цѣлыхъ 
функцій        з),   то   результатъ  дѣйствія  ,   которое  она  изображаетъ» 
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будешь  частное  двухъ  дѣйствительныхъ  чиселъ;  слѣдоваіпельно  эгаогаъ 
резульгаашь  будешъ  также  дЬЙствишельное  число. 
§  21.  Пусть  шребуешся  совершишь  дѣйсшвіе 

т 

(2)  V  г, 

гдѣ  т  есть  число  цЬлое,  первоначальное  и  положительное,  а  г  дѣйстви'- 
тельное  положительное  или  отрицательное  число.  Если  т  не  равно  2, 
шо  оно  всегда  будегаъ  нечетное;  въ  та  ком  ь  случаѣ  дѣйсшвіе  (2)  имѣетъ 
по  крайней  мѣрѣ  одинь  дѣйсшвительный  результатъ.  Рззульгаатъ  дѣй- 
сгавія  (2)  будешъ  также  дѣйствишельиый,  когда  тг=2  и  г  положитель- 
льное  число.  Но  если  г  ошріщаілельное,  тогда  нѣтъ  такого  дьйсшвишель- 
наго  числа,  котораго  бы  квадрашъ  былъ  отрицательный;  слѣдователь- 
ное  дѣйсшвіе 

гдѣ  Ь"^  есть  число  положительное,  не  возможно.  Последнему  выраженію 
даюшъ  обыкновенно  видъ 

(3)  ьѴ  —  1, 

гдѣ  Ь  есть  дѣйсшвительное  положительное  или  отрицательное  число.  Это 
выраженіе,  называемое  мнимымъ,  показываешъ  несообразность  вопроса; 
но  можешъ  быть  введено  въ  вычисленіе  какъ  количество,   и  шѣмь  до- 
ставляешь, какъ  увидимъ  впослѣдсшвіи,  большую  пользу  Анализу. 
§  %%,  Разсмотримъ  резульшашъ  радикальной  Функціи 

  »2    

перваго  порядка  относительно  х^,  х^,...  ос  п. 

Если  между  показателями  п^,  п^,...  нѣтъ  чнс/іа  2,  шо  каждое  изъ 
дѣйсшвій 

"I   п,п  

Ѵрг,    ѴР^,,"    \/  Р,п^ 

имѣетъ  по  крайней  мѣрѣ  по  одному  дѣйствишельному  резз'льтату;  поэто- 
му р  будешь  раціональная  Функція  дѣйствишсльныхъ  чиселъ,  и  по  §  19, 
имѣешь  дѣйсшвительное  значеніе.  То  же  самое  будешь,  когда  нѣкогаорые 
изъ  показателей  Пт^^п^^..,  лг^,  равны  2,  и  соошвѣгасшвующія  и  мъ  под  ко. 
ренныя  количества  р^,  положительный.  Но  если  р  содержишь 

радикалы  вида  V — Ъ^=^ЬѴ — 1,   шо,  означивъ  ихъ  чрезъ  Ъ^Ѵ — 1,  Ь^Ѵ — 1, 


— у/ — а  чрезъя^,  а^,....а^^^__^  дѣйствительныя  значенія  про- 
чихъ  радикаловъ,  будегаъ  раціональная  Функція  выражеііій:  х^,  лг,,.... 
•^л»  — ^-У — ^,...-Ь.^ — 1,  «і,  а^....а^^_^.  Опредѣлимъ  простѣйшій 
видь  результата  р'  въ  эшомъ  случаѣ. 

А).  Во-первыхъ  мнимое  выраженіе  можегаъ  соединяться  съ  дѣйстви- 
шельнымъ,  положительнымъ  или  ошрпцательныліъ  числомъ  знакомъ  ч- 
или  — ,  шогда  резульшатъ  представляется  въ  несократимо мъ  видѣ: 

гдѣ  а  п  Ъ  означаюшъ  дѣйствигаельныя  положительныя  или  отрицатель- 
ны я  числа. 

Если  мнимое  выраженіе  Ь'Ѵ — \  соединяется  знакомъ  4-  или  —  съ  мни- 
мымь  же  выраженіеліъ  Ь  V — 1,  тогда  сумма  Ъ''^ —А  -ь  Ъ"Ѵ~—\  и  раз- 
ность Ъ'  V — \ — Ь"  V — \  приводятся  къ  виду: 

Посему  сумму  нѣсколькихъ  выраженій  вида  (Ч) 

іа'^Ь'  Ѵ—\)  +  (а''+йѴ— 1)  +  (а"'-і-^"Ѵ— 4)  (й(г^+д№Ѵ/— 
и  разность 

модіно  замѣнпть  слѣдующими  выраженіями: 

(а'ч-а"+я"'-ь..игаС^^)  ч-  {Ь'-і-Ь"-^Ь"-\-...МЬ).  ^ — 1,  ^ 

(а —а")  +  (й—й")  ^  ^ 

кошорыя  также  принадлежагаъ  виду  (Я)»  ^ 
2)  ГІроизведеніе  мнимаго  выраженія  й  V — \—\/ — на  дѣйсгавительное  а 
есть  не  что  иное,  какъ 

Произведеніе  мнимаго  выраженія  ^^     — і  на  мнимое  же  Ь'  V — і  будетъ 

Слѣдовательио  пропзведеніе 
есть  тоже,  что 

аа-^аЬУ — 1ч-а'г»'Ѵ — 1 — йй'; 
но  это  выраженіе,  по  выше  сказанному  замѣняется  слѣдующимъ: 
{а:а''~Ь'Ь'')  +  {а"Ь'<ьаЪ")  V — 1. 
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Степень 

гдѣ  771  есть  цѣлое  число,  принимаетъ  видъ 

Возвышая  послѣдовательно  V — \  въ  степени  і  ,  2,  3,    и  т.  д.  находнмъ: 

{Ѵ—\у  =  ѵ^— 1,  (ѵ/— 1,  (У—\у  =—  ѵ^— 1,  (У—^У  = 

(Ѵ/ — 1)^— V/— і,....  и  ш.  д. 

Означивъ  чрезъ  г  какое  нибудь  цѣлое  положительное  число,  изъ  послѣд- 
нпхъ  выраженіи  видно,  чгао 

(^Ѵ^       /| ) 'і- І  +  '  — -у  —  1 )  ^  І +- 1  ,  \/ _  ;|  _- 4 

слѣдовашельно  (/ — \)"^  будегаъ  одно  изъ  выраженій: 
смошря  потому,  какой  изъ  видовъ: 

^іі,  Чі+І,  Чі+Ъ, 

имЬетъ  показатель  т. 

Отсюда    заключаемъ,   что  степень  {Ь  V — 1)"*=і"\(ѵ' — 1)"*^,  будегаъ 
одно  изъ  выражен  ій: 

и  нмѣетъ  дѣйствительное  значеніе,  когда  т  есть  число  четное. 

Разложивъ  по  Нютоновой  сшрокѣ  выраженіе  (а-^ЬѴ — ^1)"*,  имѣемъ  въ  слѣд- 
ствіе  выше  сказаннагоі 

=а'"+7гга'"-  '  ЪѴ^  ^  іа'^-   ^  '-^  ^а^'  *  ^  Ѵ_  >| 

4.  2  I      4.  2.  3 

т{ш^\\гп-Щт-Ъ)                    гп{гп-.\)....{т-Ы^К)  ^ 
\.  2.  3.  \.  2  Ш 

А.    2....(Нг:+  А)  А,  <2>....{Ы  +  2) 
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отдѣливъ  дѣйствишельную  чаешь  ошъ  мнимой,  получаемъ 

^  ^.2  і.  2.  3.  ^  ^ 

^  'І.  2.  3  1.  2.  3.  Ц.  5 

+  и  пр.1\/— 4=:аЧ^  ^   — +^  ^  ^  ■•  —  +и  пр.] 

^      т      т(т—А)(т—'^)  // 
+  а^.Ь  ,    -і  .       —  +'-и  пр.  .  Ѵ-\. 

Отсюда  видно,  чгао  резульгаатъ  дЬйсшвія  {а-і-ІѴ — приводится  кь 
виду  {П). 

3)  Такъ  какъ  дтъленіе  имѣетъ  цѣлыо:  по  данному  произведенію  и  оЭ- 
иому  множитпелю  найти  д/^угой  множитель  •  то  выводимъ  слѣдующія 
заключенія : 

а)  Частное  ошъ  раздѣленія  мннмаго  выраженія  5  V — і  на  дѣнсгавишель- 

Ъ 

ное  у  есгаь  не  что  иное,  какъ—  V — потому  что  произведете 

У 

по  сказанному  предъ  эгаимъ  есть  шо  же,  что 

У 

Ь)  Частное  (йѴ— 1):  (^'Ѵ--1)і=^„^~|  будешъ^,;  ибо 

о  У  1  О 

с)   Означимъ  частное   чрезъ  х-і-уѴ-^і,  тогда  будешъ 

(а'+йУ — \)—у.{х-і-уѴ^А)—ху'\гууѴ —  \ ; 

откуда 
или 

{а — осу)'і'{І) — уууѴ^ — 1=0. 


Возможность  этого  равенства  требуетъ,  чтобъ 
а — а:у=о  и  Ь — ^7=0 

а  Ь' 
—у'  у— у 


отсюда  имѣемъ 


а-і-ІІѴ — 1  а   ^ 

7  7  7 

а)  Иакоиецъ    пусть   ^х-і-уѵ  —  I,  тогда 

ал-ЬѴ — \ 

а'-^Ь  V —  1  =.(х-ьу V — і ) 5 '  V —  1 ) •=  {ха' — уЬ")-к-[хЬ '-і-уа")  Ѵ—\\ 

посему 

(а — ха'-і-уІ)')-\-[  Ъ' — хЬ  "—уа") .  V —  \  =о , 
и  подобно  предъидуш,ему ,  имѣемъ  два  уравненія: 

а — ха'-^уЬ"-=:^о^  Ь' — — /а"=о, 
по  разрѣшенін  кошорыхъ  относительно  х  ш  у,  получимъ 

аа'-^Ѵі)       аЬ' — а  Ь" 


слѣдовательно 


а  -^Ь' V — 1     аа"-\-Ь'Ь"  а"Ъ'—а7)" 

-Ь-т  — — .Ѵ—\ 


Изъ  всего  сказаннаго  въ  этомъ  §,  видно  ,  что  результаты  первыхъ 
трехъ  основныхъ  дѣйствій,  производпмыхъ  надь  мнимыми  выраженіями 
вида  а-ѵІѴ  —  К ,  суть  выраженія  такого  же  вида .  Когда  эти  результаты 
дѣйсгавительные,  тогда  5=о,  а  1;огда  они  вида  (3),  тогда  а— о.  И  такь 
значеніе  ирраціональной  Функціи  р  перваго  порядка  относительно  дѣн- 
ствительныхъ  чис^лъ  лГі,  х^^...  ^е^^^или  раціональнон  Функціи  выражсній: 

х^,  Хп,Ъ^Ѵ-^\ф^Ѵ—\,  Ьуу—\,а^,а^,  

есть  выраженіе  вида  а-^ЪѴ — 1,  ідѣ  а  Ь  суть  дѣйствигаельныя  числа, 
и  могутъ  быть  равны  о  и  ч-  оо  . 

§  22.  Въ  ирраціональнок  Функціи  втораго  порядка  §  3  ур.  (5)  значенія 


(*)  Ибо  въ  прогпивномъ  случаѣ  выходило  бы,  что  дѣйстъителыюе  количество,  (х-—х  у 
равняется  мнимо.му  выраженію—  (6 —у.  у).  Ѵ'—!, что  невозможно. 
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Функцій 

УРг,     У  Р.,  У Ртг^р       р       р\  ./т 

имііютъ  вообще  видъ  й+5ѵ' — \\  посему  значеніе  р'  будегаъ  резульгаатъ 
1)аціональнаго  дѣйсгавія:  К)  надъ  дѣйствишельными  числами,  2)  надъ 
мнимыми    выраженіями    вида    а->гЪѴ — \   и  3)    надъ    выраженіями  вида 

т  

(/а^-^3^/ — 1,  гдѣ  т  есть  число  первоначальное.  Если  бы  послѣднее  вы- 
раженіе  само  приводилось  къ  виду  а-^ЪѴ — тогда  р"  была  бы  раці- 
ональная  Функція  только  дѣйствительныхъ  количествъ  и  выраженій 
вида  а->е-Ъ\/  —  \  \  посему  резульгаатъ  ея,  въ  слѣдствіе  сказаннаго  въ  ^  21, 
былъ  бы  также  вида  а-^ЬѴ — 1. 

т  

§  23.    Преячде   нежели   докажемъ  ,  что  имѣешъ  видъ 

а-^ЪѴ — і  ,  сдѣлаемъ  нѣкоторыя  необходимыя  для  насъ  замѣчанія  о 
выраженіяхъ  вида  а^^ЬѴ — \, 

\)  Мнимыя  выраженія 

а-^ЪѴ — \,  а — ЪѴ — \, 

ошличающіяся  только   знакомъ  при  V — 1,  называются  сопряжснныяш. 

2)  Произведеніе  двухъ  сопряженныхъ  выраженій  : 

есшь  дѣйствигаельное  положительное  количество 

Значеніе  і/а'-ь5^  будетъ  всегда  дѣйсгавигаельное,  и  будучи  взято  съ 
знакомъ  +,  называется  ,модулеліъ  выраженій;  а-і-ЪѴ — \,  а — Ь\/^\. 

3)  Положивъ 

по  доказанному  въ  §  ЗІ,  имѣемъ  ; 

А=аа"^Ъ'Ь" 
В=а"Ъ'-і-а'Ь"', 

посему  будешъ 

5« 
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=:У{а'^Ь'')  {а"'^6'~)^    У{а'+д'^  і/а"'+д"^;  "  - 

отсюда  видимъ ,  чгао  ліод/яь  произведены  двухь  мнижыхь  выражепгй 
вида  (^)  есть  произведете  модулей  каждаео  лтожителл. 

Изъ  эгаого  вышекаютъ  слѣдсгавія  :  а)  Модуль  произведены  какого  пи- 
будь  гисла  лтожателсй  есть  произведете  модулей  каждаго  множителя . 
Ь)  Модуль  степени  п  лтиліаго  выраженіл  есть  степень  п  модуля  этого 
въграженія. 

Я)  Мы  уже  видѣли  ( §  21  замѣч.  (') ),  что  мнимое  выраженіе  вида 
а-^ІѴ — 1,  тогда  только  дюжетъ  быть  нулемъ,    когда  а=.о  и  Ъ—о\  но 

въ  этомъ  случаѣ  модуль  |/ «^^+^'^?  будетъ  также  нулемъ;  и  шакъ,  ліни- 
люв  выраженіе  вида  (Н)  тогда  только  люокеть  быть  нулемъ ^  когда  его 
люду  ль  будетъ  нуль. 

Обратно:  когда  людуль  лтилшго  выраоісеніл  а+Ьѵ' — 1  есть  нуль,  тог- 
да салю  въграженіе  а+Ь\/ — \  должно  быть  нулеліъ.  Вь  самомъ  дѣлѣ,  чтобы 
удовлетворить  равенству 

должно  положить 

+       =  о, 

для  этого  необходимо,  чтобы 

а—о,  и  ^=0, 

или  чтобы 

а-^-ЬѴ  —  \—о. 
Это  ведетъ  къ  слѣдующнмъ  заключеніямъ  : 

а)  Произведете  нгъсколькихъ  выраженій  вида  а-ьЬѵ^ — А  будешь  нулеліъ, 
когда  одшіъ  изъ  его  лтожителей  есть  нуль.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  чтобъ  произ- 
веденіе  было  нулемъ,  его  модуль  долженъ  быть  нулемъ;  но  этотъ  модуль 
есть  произведеніе  модулей  каждаго  изъ  множителей;  посему  одинъ  изъ 
этихъ  модулей  долженъ  быть  нулемъ;  слѣдовательно  мнимое  выраженіе, 
езіу  соотвЬтствующее,  должно  быть  также  нулемъ. 

Ь)  Модуль  какой-либо  степени  литліаго  вьіражсніл  а+ЬѴ — 1  будетъ 
нулеліъ,  когда,  корень  его  нуль.  И  обратно. 

5)  Модуль  сулілъы  или  разности  ^вухъ  выраженгй  вида  ліенгье 
суммы  модулей  каждаго  слагаеліаго,  а  болтье  ихь  разности.  Это  дока- 
жешся  слѣдуюш,имъ  образомъ: 

Пусть  гиг  будутъ  модули  выраженій: 

а'ч-о'/ — А  и  а"-і-Ь"Ѵ — 1, 
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а  Л  модуль  ихъ  суммы;  то  будешь 


2(а'а"+5'^")=г  2І/  (аѴ'+г»'5'У  =2і/а'*  а"  ^+5'  ^  5"  ^-^^^аа'б'Ь" 
пришомъ 

аЧ"^-1-а"'б''>2а'а"0'5"; 


а  '  д"^+а"''5'^^2аа"5'Б"={а5"—а"5' ) ^>о; 


посему 
и 

или 
Ежели 

шо 

посему  опять 


2і/(а'  '+5'^       Ѵ^"  ')>2(«'а"+й'3"), 
(г— /  ')<К  ^  <(г+г'  * )  ' , 


Пг^'1/{а—Ь'У-^{5'—В"У 
В.  ^=г^+г' ' — 2{а'а'+5'6") ; 


6)  Всякое  дѣйсшвительное  количество  заключается  въ  выраженіи 
вида  а-\-д^ — 4,  какъ  частный  случай,  а  именно:  когда  коеФФИціентъ  5 
при  V — А  будетъ  нулемъ ;  посему  модуль  дѣйсшвигаельнаго  количества 
а  будешъ  количество  а,  взятое  независимо  отъ  знака. 

§  2^,  Докажемъ,  теперь  что  дѣйствіе  / 
-   _ 

гдѣ  т   положительное  первоначальное  число,  имѣетъ   покрайней  мѣрѣ 
одинъ  резульшагаъ  вида  а-ьй/ — 
Положивъ 
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или 

(5)  г^^^^а+^Ѵ—і, 

доказательство  наше  приводится  къ  тому  ,  чтобы  узнагаь ,  суш,е- 
ствуетъ  ли  для  2  значеніе  вида  [Ч),  удовлетворяющее  уравненію  (5). 

Здѣсь  т  тможетъ  быть  четное  или  нечетное. 

4)   Въ  первомъ  случаѣ  т-=2.  Положивъ  тогда 

если  это  предположеніе  справедливо,  то  хну  должны  имѣтъ  дѣйсш- 
вительныя  значенія,  и  мнимое  )равненіс 

или 

д:^— ^г^-ь2а^^Ѵ — >1— а^-^3^/ — і 
даетъ  два  дѣйствительныхъ : 

^2 — у'=:а  и  2лу=|3. 
Исключивъ  изъ  нихъ  сперва  у,  а  погаомъ  х,  получимъ  два  уравненія: 

— ах^  =0, 


'я 

которыя,  будучи  разрѣшеньт  относительно  л"*  и  у-,  даіотъ: 


д;'=:  —  и  Г^=—  і— •  , 

2  2  ' 

Такъ  какъ  квадраты   а:'  и  у"*  должны    быть    количества  положитель- 

ныя,  то  въ  найденныхъ  для  нихъ  выраженіяхъ  корень  (/а^+іЗ'  должно 
взять  съ  знакомъ  +,  отъ  чего  получим7>  для  а;  ч  у  дѣйствипіельныя 
значенія: 

и  искомое  значен  іе  г  будетъ 

(6) 


2       I  *  2 
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2)  Если  т  не  =  2,  то  оно  нечетное.  Когда  вь  ураииеніи 

количество  ^3  будетъ  нулемъ,  тогда  2^]/  а,  и  иміетъ  дьйствительиое 
значеніе.  Но  когда  а=о,  тогда 

И  положивъ  2=2'Ѵ—І,  имѣемъ 

+/Ѵ-і=і3.ѵ^— 1  (0; 

7/1 

отсюда  ±2''"=  ]3    или  и  з'=і/ ±]3=±і/]3.    Слѣдовательно  г' 

имѣеть  дѣйствительное  значеніе,  и  предположеніе  2=г'Ѵ—\  справедливо. 

Наконецъ  пусть  а  и  ^  имѣютъ  значенія  отличныя  отъ  нуля.  По- 
ложивъ 2=^х-і-уѴ — 1,  И  разложивъ  ^ — по  Нютоновой  строк ь 
(§  2^1,  1),  разность 

будетъ  вида 

гдѣ  Ф{л,х),ір(х,у)  означаютъ  цѣлыя,   раціональныя  Функціи  количествь 

X  и  ^^. 

Пусть  будетг91г=[/а«ч-;3-,    ^—У  х'^-^у'',  Щзс .у?\^ ■>г{^{х ,у)У  \ 

давши  X  и  у  часшныл  значенія  х=\/ а.  и  у—о^  находимъ 

и 

ф(Л7,7)— 0,я/^(Л7,/)=— іЗѵ/— 1 ; 

посему 

(7)  Л'<а'+/3%  Л  <91. 

Такъ  какъ  ф{л,у)  и  'і/'(лг,г)  остаются  непрерывными  для  всякихъ  дѣй- 
ствительныхъ  значеній  х  л  у,  то  К*,  слѣдовагаельно  и  Л,  съ  непрерыв- 
нымъ  измѣненіемъ  и  будутъ  также  измѣняться  непрерывно;  въ 
продолженіи  этого  измѣненія  модуль   Л  необходимо  долженъ  достигать 


(♦)  Первая  часть  будетъ  сыьилн— .  смошря  по  тому,  будешь  ли  т  вида  Ііп-\г1  или 
(Смотр.  §  21.) 


гіокрайней  мѣрѣ  одналсды  наименьшаго  состоянія.  Легко  доказать,  что 
это  тіпітит  значеніе  К  есть  нуль. 

Изъ  неравенства  (7)  слѣдуетъ,  что  оно  меньше  91.  Очевидно,  что  оно 
не  можетъ  соотвѣтствовать  слѣдующимъ  значеніямъ  х  и  у: 

X,  у—  00 

у,  Х=  00 

X—  со,  7=  ос; 

ибо  въ  первомъ  случаѣ,  т.  е.  когда  л:=о  и  /=о,  будешь  І\=\/ а^-і-В''-  91; 
а  въ  прочихъ  Л=  00,  потому  что  г=  оо  и  В.^г'"'. 

Пусшь  д;  и  у  соотвѣшсшвуюгаъ  наименьшеіѵіу  модулю ,  и  для  сокраш,енія 
изобразимъчрезъ  с  выраженіе  л--і-уѴ—і,  а  чрезъ  С  резульгаагаь  с'^ — (а^-^3ѵ/— 'І). 
Перемѣнивъ   с  на  с+л,  разумѣя  подъ   к  выраженіе   вида  (Ц^),  получимъ: 

(8)  (с-і-кУ'''— (а+|3ѵ^— 1) 

т(т — і) 
«■+  г  с 


Положивъ  »— — —  •   г,  означая  чрезъ  г  дѣйствигаельное  безконечно- 
тс 

малое  количество.  Внеся  это  значеніе  к  въ  разложеніе  (8),  сдѣлавъ  С  об- 

щимъ  множишелемъ,    и  изобразивъ  чрезъ  •У^і      ••••^^тга  1  коеФФиціеншы 

при  степеняхъ  г  =  ,  е%  с^,  будемъ  пмѣть 

Пусть  Во  будетъ  модуль  выраженія  С,  а  Ѳ  модуль  множителя  заклю- 
ченнаго  въ  скобкахъ,  то  Лі  модуль  выраженія  (8)  будегаъ : 

Л,=Ло  Ѳ. 

Изобразимъ  чрезъ  г^,  г^,....  Гт^,,  соответственно  модули  выраженій 
/^,/   //гг_х;  тогда  количества 


4 — г,  Гі  г' 


будутъ  соотвѣшсшвенно  модули  выраженш: 

и  въ  слѣдствіе  (§23  ,   5),  количество  Ѳ  не  можетъ  превосходишъ  сумму 


Здѣсь  г  разумѣегпся  положигаельнымъ,  ошъ  чего  по  (§  10,  Ч),  значеиіе 
этого  полинома  будегаъ  меньше  ^  для  безконечнаго  е;  по  этому  Ѳ  <  1  и 
(Л^=ЛцѲ)<7іо,  но  это  не  возможно,  потому  что  Л^,  какъ  мы  положили, 
есть  наименьшій  модуль. 

И  гаакъ  нельзя  положить  ,  что  тгпітіті  значеніе  модуля  Л  больше 
нз^ля,  а  какъ  оно  не  можешъ  быть  и  меньше,  ш.  е.  быть  отрицашель- 
нымъ,  гао  оно  равно  нулю.  СоотвѣшсшвуЕощія   значеніл  х  и  даютъ 

или 

т  

Следовательно  дѣйсшвіе  і/а-і-^Ѵ—і  имѣетъ  по  крайней  мѣрѣ  одинъ 
резулъташъ  вида  а+ЬѴ — -1. 

§  25.  Теперь  ясно  ,  что  въ  выраженіи  /У,  ирраціональной  Функціи 
втораго  порядка,  каждый  изъ  радчкаловъ: 

Ѵр'і,  Ѵр\,  

будешъ  имѣшь  видъ  а+ІѴ — 1;  посему  р"  будешь  раціональная  Функція 
только  выраженій  вида  а-\-ІѴ—^,  и  по  §  21,  значеніе  ся  должно  быть 
также  вида  а+ІѴ — 1. 

Въ  ирраціональную  функцію  З-го  порядка  входяшъ  радикалы  ,  со- 
держащіе  подъ  V  функціи  2. го  порядка;  а  какъ  послѣднія   имѣюшъ  видъ 

а-\-ІѴ—\,  то  всЬ  радикалы  будугаъ  вида  )/ а+^ЗУ — 1.  Новь  слѣдсшвіе 
предъидущаго  §,  шакіе  радикалы  имѣюшъ  видъ  а+1\/ — );  посему  р" 
будешъ  раціональная  Функція  выраженія  вида  а+ІѴ — 1,  и  сама  будешъ 
такого  же  вида. 

Продолжая  эши  сужденія  далѣе,    заключаемъ,    что  ѵ,  ирраціональная 

Функція  дѣйствишельных.ъ  количесгавъ  х^,х^,  х^^  порядка  /л,  имѣешъ 

видъ  а+ІѴ — 1. 

Отсюда  слѣдуетъ,чшо  коеФФИЦіеншы  а^,»'^!  >  когда  они  результа- 
ты дѣйсшвій,  заключащихся  въ  дѣйсгавіи  (7)  §  3,  какъ  частные  случаи, 
имѣюгаъ  вообш,е  видъ  а-і-ІѴ — 1,  въ  кошоромъ  для  дѣйсшвишельныхъ  ко- 
еФФиціеншовъ,  должно  полагать  Ь—о.  Это  справедливо  даже  и  въ  шомъ 
случаѣ,  когда  а^,а^^,  •••о^  сушь  корни  алгебраическихъ  уравненій  ,  или 
результаты  гарансцендентныхъ  дѣйсгавій.  ГІослѣдній  случай  здѣсь  не 
можешъ  входить  въ  разсмошрѣніе. 
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§  26,  уравненіи  (і),  когда  его  коеФФиціенгаы  вида  а-і-І/Ѵ — 1,  косф- 
Фиціенгаъ  перваго  члена  можно  всегда  сдѣлашь  единицею.  Въсамомъ  дѣлѣ, 
положивъ 

(9)  ^=А,  ^=І5,  ^=1,  ^^Я, 

«о  «о  «О  «о 

частныя  Л,  В,...1,  К  будугаъ  по  (§  2І,  3)  выраженія  вида  ач-йѵ^ — і. 
Изь  равенсшБЪ  (9)  имѣемъ: 

а^—а^А,  а^~а^В,  ат—х^а^^,  ащ—а^К; 

посему  первая  часть  даннаго  уравненія  приметъ  видъ 

а  о  х"^-\-а  о  Ах^~  ^-\-а^В   а  „  ^хл-а  „  К 

или 



Чшобъ  это  произведеніе  было  нулемъ,  одинъ  изъ  его  множителей  долженѣ 
быть  нулемъ ^  но  такъ  какъ  не  есть  нуль  (ибо  тогда  а^х^^о  и 
данное  уравненіе,  было  бы  только  степени  т — 4,  а  не  т),  то 

х^-^^Ах^-^-л-ѣх'''-'^-  +1х-^К=о. 

И  такъ  уравненіе  (^),  если  его  коеффиціенты  вида  а-^-ЬѴ — замѣняега- 
ся  уравненіеліъ 

гдѣ  а^,  а,, — ат^-^^ат  суть  также  выраженія  вида.  а-\-Ь'Ѵ — \. 

%  27,  Докажемъ  теперь,  что  послѣднсе  основное  дѣГіствіе,  т,  е.  рѣ- 
шеніе  уравненій  вида  ('Ю),  имѣеть  результатъ  вида  а+ЬѴ — 1  (*). 


(*)  Вскор  Ь  поел  Б  того,  какъ  Тарталса  и  Ферари  нашлн  способы  рѣшать  уравне- 
нія  5-й  и  4-й  степени,  Геометры  замѣтили,  что  корви  такихъ  уравненін  одного  ви- 
да съ  корнями  уравнепій  2-й  степени:  это  подало  нмъ  поводъ  думать  >  что  такого 
же  вида  должны  быть  корпи  уравнеиій  всѣхъ  высшихъ  степеней.  Даламбертъ  первый 
приступилъ  къ  рьшенію  этого  вопроса;  но  его  попытки  были  не  совсѣмъ  удачны. 
Хотя  впосліідствін  Лаграиокъ  ихь  исправилъ  ,  однакожъ  онѣ  оставляютъ  за  со- 
бою большіе  недостатки .  Ейлеръ  и  Фоитеиексь  также  занимались  этимъ  предме- 
шомъ.  Наконецъ  Лаграпжъ  и  Лапласъ,  пользуясь  ихъ  ошкрытіямн,  доказали,  что 
первая  часть  даннаго  уравненія,  не  имѣющаго  мнимыхъ  ковФФиціентовъ,  разлагает- 
ся па  дѣйствительные  мвожишели  І-й  и  2  й  степени,  а  какъ  корни  послЬд""хъ 
заключаются  въ  видѣ  а-ніѴ— 1,  и  должны  уничтожать  первую  часть  даннаго  уравве- 


Вставимъ  въ  уравненіе  (10)  вмѣсто  х  какое-либо  выраженіе  вида 
а-\~ЬѴ — 1,  которое  изобразимъ  чрезъ  г+«ѵ'— 4;  тогда  первая  часть 
уравненія  (10)  примешь  видъ 

гдѣ  ф{( ,и)  и  'ф(і,и)  сушь  цѣлыя  раціональныя  дѣйсшвишелъныя  Функціи 
количесгавъ  і,  и,  и  по  §  49  должны  имѣшь  дѣйсшвигаельныя  значенія. 
Чтобы  выраженіе  У^(^-і-г^Ѵ^ — 4)  было  нулеліъ,  модуль  его 


долженъ  бышь  нулемъ,  а  для  этого  по  (§  23,4-)  должно,  чгаобъ 

И  шакъ  нужно  доказать,  что  для  ^  и  м  существуіотъ  шакія  дѣйсшвн- 
тельныя  значенія,  для  которы.къ  Функціи  : 

Л,  ф(^і,и),  Ѵ<^«) 

уничтожаются . 

Означимъ  чрезъ  г  модуль  выраженія  1-л-иѴ — 4,  чрезъ  ^і,  ^аѵ^м— і 
модули  коеФФИціеншовъ      ,  а^,...а^^_^^а^^^  а  чрезъ  91  модуль  выраженія 

/(^+ггѵ/— 4)— (^+г^ѵ/— 4)"'=а^(^ч-иѵ/— 4)"*-ьл,(^+ггѴ/— 4)'"-  =+....+^^^; 
тогда  по  §  23  имѣемъ:  • 

слѣдова  шельно 

(41)  7?>7---ех^"-'-е.^"'^— ^..-х^-е- 

По  §  14,  для  безконечновеликаго  вторая  чаешь  этого  неравенства 
будешъ  имѣшь  безконечновеликое  значеніе  ;  посему  значеніе  Л  будешъ 
также  безконечновеликос.  Если  всѣ  ксеФФИціеншы  а^,а  ,....ат,  слѣ- 
довашельно   и  ихъ   модули    ^^,  ^^,  ^^,   имѣіотъ  конечныя  значенія; 


Вія:  то  эти  знаменитые  Геометры  заключили,  что  данное  уравневіе  имѣетъ  корни 
вида  а-ьйѵ/-1.  Но  доказагаельство  Коти,  данное  имъ  въ  Ехегсісез  сіе  МаіЫпшіі(іие$ 
имѣетъ  преимущество,  потому  чгао  оно  непосредственно  ведешт.  къ  цѣли,  и  отно- 
сится къ  уравненію  съ  мнимыми  коеФФиціентами,  въ  которомъ  уравненіе  съ  действи- 
тельными коеФФиціентами  заключается  какъ  частный  случай.  По  эшой  причинѣ  я 
предпочедъ  доказательство  Коти. 
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то  Функція:  ф{і,и),  '^{і,и)  и  Л,  по  §  43,  для  всѣхъ  конечныхъ  значенін 
I  и  будушъ  имѣть  конечный  значенія.  По  этому,  измѣняя  і  и  г/ непре- 
рывно, модуль  -К  будешь  шакже  измѣнягаься  непрерывно,  и  ясно,  чгао, 
въ  продолженіи  этого  непрерывнаго  измѣненія,  онъ  долженъ  достигать 
по  крайней  мѣрѣ  однажды  нан.ліеньшаго  состоянія. 

Пусть  это  наименьшее  сосгаояніе  модуля  Л  будешъ  Л^,  а  и  и^, 
соотвѣтсгавуюш,ія  ему  значенія  количествъ  і  и  и ,  п  для  сокращенія 
означимъ  чрезъ  с  выраженіе  х^С^-л-и^Ѵ — і.  Давши  с  дѣйсшвишельное 
пли  мнимое  приращеніе  к,  и  изобразивъ  чрезъ  Л^  модуль,  соогавЬтсшву- 
ющій  х=с-і-к,  эшотъ  новый  модуль  Л^  не  можешъ  быть  меньше  модуля 
Л^;  по  эгаозіу  разность  ,  . 

(12)  .  Л,-Л„ 

не  можешъ  быть  отрицательною. 

РазложивъУ^(сч-л;)  по  возрасшаюп^имъ  сшепенямъ  л;  (*),  получимъ 

(13)  /(с+л;)=/(с)ч-/'(с).й;+|/"(с). 

въ  этомъ  разложеніп  /(с)  не  будешъ  нулемъ,  если  Л„  не  равно  нулю. 
Прпнявъ,  что /(с)  и/'(с^  неравны  нулю,  положнвъ 

означая  чрезъ  г  дѣйствительное  безконечномалое  количество,  внеся  ©то 
значеніе  к  въ  разложеніе  (43),  и  сдѣлавъ  /(с)  обш,имъ  множишелемъ,  имѣемъ: 


(♦)  Такъ  какъ 

то  раз.юживъ  каждый  членъ,  пришшая  въ  соображеніе  сказанное  въ  §  20,  и  располо- 
живъ  все  по  возвращающимъ  сшепенямъ  /г,  находнмъ: 


■і•а^^[т—■\)с'^-■ 
+я,(/гг-2)с"»-= 
-ь  


К"'~ 
+7С 


«5 


Пусть  7\і  Г5,...7'^_д  будушь  соошвѣшсшвенно  ліодулп  коеффиціенгаовъ 
пии  сгаепеняхъ: 


а  Ѳ  модуль  выражения  въ  скобкахъ  || ;  гпо  по  §  23,  должно  быть 
и 

или 

(^5)  Л,— Л,=Л„(Ѳ— і). 

По  (§  10,  5),  дла  весьма  малаго  г,  вторая  часть  неравенства  (іЧ^)  мень- 
ше 1;  по  этому  Ѳ  также  меньше  единицы  и  разность  (4  5)  ошрицатзльныя, 
т.  е.  <^^о5  что  не  можешъ  быть,  ибо  по  положению  есть  на- 
изгеньшій  модуль.  И  шакъ  нельзя  допустишь,  чтобы  не  былъ  нулемъ. 
Пусть  /{с^^/''{с),.,./^~'^{с)  равны  нулю,  тогда  буд^пъ 

/К«)= /(с)ч-^-1_/'Хс).. 
Положивъ 


по  §  2Ч-,  к  имѣешъ  значеніе  вида  г{ал-ЬѴ — і).  Внеся  его  въ  разложсніе 
/(с-і-к^,  и  сдѣлавъ  У^(с)  обш,имъ  множишелемъ,  ііаходимъ: 


отсюда  видно,  что   коеффиціеншы  при   степеняхъ  к  получатся,  когді  въ  Функціи 

вставимъ  вмѣсто  х  мнимое  выражеіііе  с.  Здіісь  ничто  не  препяшствуетъ  допустить, 
что  въ  Дсн-7г)  порвый  ч.іенъ  (сЧ-7і;)"*н.мѣетъ  какой— либо  коеФФиціе  іть  «„;  вт.  такомъ 
случаЬ  разложеніе  (сч-к)  получится  тъ  разлоя  енія  (ЗТ)  §  17  замЬнивъ  х  чрезъ  с,  а  А 
чрезъ  к.  Посему  Формулы  (37)  (58)  §  17  справедливы  и  въ  шомъ  случай,  когда  х  и  /і 
мнимыд  выраженія. 


Іізобразивъ  оплгаь  чрезъ  г  ,  7'  ^і,."^7«— і  ?  модули  коеффиціенгповъ  при 
сгаепеняхъ  2"+' ^г^+^ ,...г"\  а  чрезъ  Ѳ  модуль  выраженія  въ  скобкахъЦ, 
имѣемъ; 

(16)  Ѳ<1— г"+7«г»+»+...-+7'„^_,е'^ 


и 


По  (■  §  ІО,  5  )  ,  для  безконечномалаго  г  ,  вторая  чаешь  неравенства 
(46)  меньше  4,  огаъ  чего  Ѳ<'І,  п  разносшь  Л ^  —  ЛдОпять  отрицательная ; 
но  эшо  невозлюжно,  потому  чгао  Л^,  есшь  наименьшей  модуль.  И  такъ 
нельзя  положить  Лц>о;  посему   опять   Л 0=0,  Значенія  ^  и—и^, 

соотвѣтсгавующія  К^—о,  даюгаъ  ф[і^,и^)^о,  ч/^Ѵ^  ,ігд)^о;  слѣдовашельно 

/(^о+"оѴ^~^)=ФС^о:"оК#о.»о'/— 1=0, 

ш.  е.  выраженіе  1^-\-и^\/' — 1  есшь  корень  уравненія  Дх):=о. 

Изъ  всего  сказаннаго  въ  этой  Главѣ  слѣдуетъ,  что  результата  всл- 
каео  алгебрашескаго  дгьйствіл  имтьетъ  виЪь  ал-ЪѴ — \,  въ  котороліь  дтъгі- 
ствгітемное  значеніе  результата  заклюгаетсл  какь  шстный  слугай,  а 
иліенпо,  когда  6=о. 

И  гаакъ  ,  вслкое  алгебраигеское  уравнсніе  илтетъ  видь  (Ю),  и  ргъшеніс 
его  даеть  по  покрайлей  лпърть  одинъ  резулътатъ  еиЪа  а-л-ІѴ — \.  Этотъ 
рсзулътатъ  будете  дтъйствительный,  когда  Ь^о. 

§  28.  Раздѣлимъ  первую  чаешь  уравненія 

„  х""'  ^-л-а  ^х''~   +йг^^_,  ^+й'^,—  о 

на  линейное  выраженіе  х — а,  гдѣ  а  имѣешъ  видъ  а-л-ІѴ—-\^  частное 
будетъ  полинозіъ  вида 

Л  {х)=^Ь,  х'-Л'Ъ  „      ^л-Ъ.у--^  л^Ьг^  ^х+Ь^; 

а  осташокъ  будетъ  количество  независимое  отъ  х.  Изобразивъ  этотъ 
остагаокъ  чрезъ  Л  ,  и  придавши  его  къ  произведенію  часганаго  {х)  на 
дѣлишеля  X — а,  получимъ  равенство 


^^7 

Бъ  кошоромъ  вторая  часть  должна  быть  тождественна  съ  первою  ;  но 
для  этого  должно,  чшобъ 

т=г-ь1,  і=5о,  а^=.Ъ^—Ь^^а,  а^^Ь^—Ъ^а.  и  т.  д. 

отсюда  имѣемъ:  і 
и  т.  д. 

Л:=а„^ч-«^_,а+л„,_,а'+  +л,а"^-^+а"*, 

и  закл[очаемъ:  \)  Оть  разЪгъленіл  первой  гасти  опред.  алгебр,  уравненіл 
стелена  т,  на  линейное  выраженіе  х — а,  сб  мстноліъ  іголуштся  цгьлая 
алгебрашескал  функція  неизвтьстнаго  х  степени  ш-4  съ  коеффіщіенталіи 
вида  а+ЬѴ" — 'І.  2)  Ковффиціенть  перваго  глена  гастнаго  равень  коеффи- 
ціенту  перваго  глена  дгьлиліаго  или  едитщтъ.  3)  Коеффиціентъ  каокдаго 
хлена  гастнаго  раветт  коеффиціснту  члена  того  оке  лігьста  вь  дгьлилюяіъ, 
сложеныоліу  сь  произвсденіеліъ  прсдъидущаго  коеффиціента  гастпаго  на  а. 
Косффиціенть  п  літьста  вь  гастноліъ  полуіитсл,  когда  въ  первой  гасти 
дапнаго  уравненіл  еозліеяіь  первые  п  глсновъ,  раздгьлиліъ  ихъ  на  х'""'"^'  и 
X  заліпзниліъ  а.  ^і^)  Остатокъ  Ътьленіл  есть  результатъ  ,  полусасліый 
отъ  вставки  а  влітъсто  х  въ  первую  гастъ  даннаго  уравненіл. 

%  29,  Пусть  Іі.л-и\/—\  будетъ  корень  уравненія  І(^х)—о.  Раздѣлилхь 
1{х)  на  линейное  выраженіе  х — (^х^ьг^^  У— 1),  по  доказанному  въ  предъ- 
идущемь  §,  остагаокъ  этого  дѣленія  будетъ  1{1^-\-и^у'--\).  Но  какъ 
Іііі-^и^ — '1)=о,  то  на  х — {і^-\-и^^ — К)  раздѣлипіся   безъ  остатка. 

Частное  этого  дѣленія  ,  какъ  мы  уже  сказали,  должно  "быть  цѣлая  ал- 
гебраическая'Функція  степени  т~\  относительно  х\  означивъ  ее  чрезъ 
/^(л^),.  будемъ  имѣть: 

І{х)^{х~^{;.^-\-и^,Ѵ-^К)\Г^{х)^ 
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Такъ  какъ  уравненіе  У^^(л?)=о  одинакого  вида  съ  зравненіемъ  =о, 
то  по  §  27,  оно  должно  имѣгаь  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  корень  вида 
а-^-ІѴ  —  А.  Пусть  этогаъ  корень  будешь  І^л-и^Ѵ — \,  тогда  Функція 
должна  дѣлишься  безъ  остатка  на  х — {і^-\-и^Ѵ — \),  и  частное  этого  дѣ- 
ленія  опять  будетъ  цѣлая  алгебраическая  Функція  степени  т — 2.  Изо- 
бразпвъ  это  частное  чрезъ  /^(х),  имѣемъ  : 

Для  уравнснія  /^{^т)—о  суш,ествуетъ  также  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  ко- 
рень ^з+г/дѴ^ — 1;  слѣдовагаельно  У^^д?^  дѣлигася    безъ  остатка  на 

/л  л) 

л— (/^з+ИзѴ^— 1).  Положивъ  —  — предгидущее  ра- 

венсгаво  обратится  въ  слѣдуіощее  : 

"Продолжая  эти  сужденія  далѣе  ,  найдемъ,  чшо  /[л)  есгаь  произведеніе 
т — 2  линейныхъ  множителей: 

на  трехчленное  квадратное  выраженіе  У^^_,(^г)  вида  ос'' -\-2)х-Ѵ'д .  Уравненіе 
,г''н-/?^г+(7=о  имѣешъ    корень   вида  — '1;   посему  х^'-^рх-^-д  ^ 

дЬлптся  безъ  остатка  на  ^і? — — \),  и  въ  часпшомъ  даешъ  ли- 
нейное выраженіе,  которое  можетъ  быть  изображено  чрезъ  х -іі ^ѵ^у  —\у, 
слѣдовашельно  х"" -^і}Х-\-д=-\і^^_^л-и^_^\/ — і)1.Г.2:^(/^^ч-г/^у — 4)],  и  нако- 
иецъ,  положивъ  для  сокращенія  \/ —  получаемъ: 

^{:^с)=^\x—{^ , -і-и , і)]  [х—{^       , 0] •  •  -[^— (^^-  х         1 0]  [^~{(т-^^,>М 

Количества  і,,и^,(^,и^  і,п--і'^7^-^'^т'^'т  всѣ  дѣйсшвительныя.  Что- 
бы произведеніе  т  мнимыхъ  множителей  было  нулемъ,  по  (§  23,  )]г) 
необходимо,  чшобъ  одинъ  изъ  эшихъ  множителей  равнялся  нулю.  Слѣ- 
довательно  дѣйствигаельное  или  мнимое  значеніе  х,  уничтожающее  /{х), 
необходимо  должно  быть  равно  одному  изъ  выраженіи : 

( 4  Т)  е,+и^,1,+и^  і„^_,  +и„,_ , 

Ш  потоліу  для  функціи  Г(х)  существуют^  ш  оыражетй,  которыл,  будуги 
бй  нее  вставлены  влтсто  х,  обращаютъ  ее  еь  нуль,  или  другими  словами', 
уравненіе  Г(х)=о  имѣеть  т  корней  вида  ач-Ь\/ — \=а-\-Ы. 

Уравненіе  /(д;)=о  не  можетъ  имѣшь  болѣе  т  различныхъ  корней  ;  ибо 
доложивъ,  что  для  х  сущесшвуешъ  какое-либо  значеніе  у,  отличное  отъ 
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предъидущихъ,  обращающее  1{у)  въ  нуль  ,  это  значеніс  должно  унич- 
тожить также  выраженіе  тождественное  съ  /(^),  т.  е.  должно  быть: 

Но  для  этого  необходимо,  чтобъ  у  было  равно  одному  изъ  предъидущихъ 
т  корней,  что  по  предположенію  невозможно. 

И  шакъ  заключаемъ,  гто  уравненіе  степени  га,  съ  поеффиціентами  ви- 
да ач-Ь\^ — 1,  имтьеть  ш  корней,  и  не  жожетъ  имтыпь  болте. 

Когда  два  или  нѣсколько  изъ  выражсній  (П)  будугаъ  равны  между  со- 
бою, тогда  говорятъ,  что  уравненіе  У(д:)=о  имѣетъ  равные  корни.  Пер- 
вая часть  будет ь  заключать  столько  равныхъ  линейныхъ  множителей, 
сколько  равныхъ  корней. 

§  30.  Изъ  (§  21,  2)  видно,  что  степень 

можно  представить  въ  видѣ  ф{Ъ'^)-\-ЬѲ{Ь'^)Ѵ — 1,  гдѣ  (р{Ь'^)  и  Ѳ^Ъ"^)  суть 
раціональныя  Функціи  Ь"^,  т.  е.  заключаютъ  только  чешныя  степени 
количества  и  потому  отъ  перемѣны  Ь  на — 5,  онѣ  не  измѣняюгася.  Слѣ- 
довате.іьно  если 

гао 

отсюда  видно,  что  одинакія  степени  сопряженньіхѣ  мнимыхъ  выраженій 
сушь  также  сопряженныя  мнимыя  выраженія. 
Пусть  въ  уравненіи 

/{я: )=.х^-\-а ^ х"^-^  'ч-а ^х^-"" ^  -^ат^ і х-ш^-=^о 

всѣ  коеФФиціенты:  а^^^^а^  ^^т—г^^т  Действительные.    Всшавивъ  въ 

первую  часть         (гдѣ  г=Ѵ^ — і)  вмѣсто  х,  и  положивъ 

(і-{^иі)"'^ф{и'')-^и.Ѳ{и'').і, 
(^ч-м)'^-'=(Р,(м')-*-м.Ѳі(г^').^ 
{і'\-иі)"'--'г=^ф^{и^)-л-гі.е^{и^).і, 
и  га.  д. 

{^■\-иіу=^фт^^{и^)^^и,От^^^и'^)Л, 


50 

получилгь  : 

^{і-^иі)—{і-\-шУ^+а^{і-^иіу^~'^-\-. ....  а ^^^{і-\-иі)+а 

гг[Ѳ(«^)+й,Ѳ,(г.=)+а,Ѳ,(^^)+  +а^_,Ѳ^_Д«^)+а^_,>-. 

Полиномы: 

и 

суть  раціональныя  Функціим'*;  изобразивъ  ихъ  чрезъ^(м^)  и  имѣемъ: 

Такъ  какъ  Функціи  ^{гс"^)  н  '^("')  опіъ  перемѣны  и  на — іг  не  измѣняюш- 
ся,  то  будетъ  : 

Если  І-л-иі,  есть  корень  уравненЬя  /(^)=о,  шо 
для  чего  должно,  чтобъ 

5(гб')-=о  и  ф(и^)т=о; 

но  въ  шакомъ  Сѵіучаѣ 
т.  е. 

/{( — иі)=о. 

Отсюда  видно, что  і — иі  есть  корень  уравненім  о, 

И  гаакъ,  есяи  уравненіе  Г(х")=о,  котпораго  есть  косффѵціснты  дтьйстви- 

темные,  имтъеть  корень  \.-і-\п\  то  выраокеніе  Ь — иі,  сопряженное  съ  этиліь 

корнеліь,  буЪетъ  также  корень  уравненіл  Г(х)=го. 

Линейные  множители; соогавѣшствующіе  этимъ  двумъ  корнямъ,будуть: 

X — (^-ниг),  X — [і — иі) 

или 
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Отсюда  видно,  чгао  они  гаакже  сопряженные.  Произведеніе  ихъ  будегаъ 
трехчленное  дѣйсгавишельное  выраженіе 

которое  входитъ  множителемъ  въ  первую  часть  даннаго  уравненія. 
Изъ  всего  сказаннаго  выводимъ  заключенія: 

1)  Уравненіе^  не  имѣющее  мнияіыхъ  коеффиціентовъ,  можетъ  имѣть 
только  хетное  гнело  мнижыхъ  корней;  ибо  каждый  такой  корень  предпо- 
лагаегаъ  другой,  съ  нимъ  сопряженный. 

2)  Первая  гистъ  такого  уравнепія  разлагается  на  дѣйствительные , 
линейные  или  квадратные  множители, 

§  31.  Когда  степень  уравненія  У(^^)=г:о,  не  пмѣющаго  мнимыхъ  коеФ- 
Фиціентовъ,  нечетная;  тогда  квадратные  действительные  множители, 
соотвѣтствующіе  каждой  парѣ  мнидіыхъ  корней,  по  перемноженіи  между 
собою,  да ютъ  произведете  всегда  четой  степени,  и  потому  первая  часть 
такого  уравненія  должна  необходимо  имѣть  по  крайней  мѣрѣ  одного 
множителя  линейнаго.  Эшотъ  множитель  долженъ  быть  дѣйствитель- 
ный;  ибо,  въ  противноліъ  случаѣ,  уравненіе  /(а:)=о  имѣло  бы  мнимые 
коеФФиціенты.  Слѣдовательно:  валкое  уравненіе  негетной  степени  съ  дтьй- 
ствителънылш  коеффиціентами  илітьстъ  по  крайней  жтъртъ  одинъ  дей- 
ствительный корень. 

Если  же  это  уравненіе  илітьетъ  болтъе  одного  действительного  корнл, 
то  тело  ихъ  не  ліожеть  быть  четное:  ибо  число  мнимыхъ  корней  должно 
быть  всегда  четное. 

Изъ  предъидущаго  §  гаакже  слѣдуегаъ,  %то  уравненге  гетной  степени 
люжетъ  совстъліь  не  илпьть  дтьйствителъныхь  корней.  Если  же  оно 
илтетъ  такге  корни,  то  гисло  ихъ  необходилю  должно  быть  хетное. 


ГЛАВА  ВТОРАЯ. 


О  соотношеніяхъу  суиг^ествутощихъ  меж^у  корнями  и  теффи- 

ціенталш. 

Симжетршныя  функціи  корней. 
§  32,  Пусть  дано  уравненіе 

съ  коеФФиціентами  вида  а-\-ЪѴ — 1.  Означивъ  чрезъ  х  ^.^х  ^^х  (^-^....х^^^  его 
корни,  которые  (§  2Т)  также  имѣюшъ  видъ  а-\-ЬѴ — 1,  первая  часть  это- 
го  уравненія,  по  §  29,  должна  быть  тождественнаа  съ  произ веден іемъ 
линейныхъ  выраженій  : 

X '       1 3  X  ^^Х  п  у  X     X  ^  ш  * » *  *Х     ^ т V  ^  ^  ^771 

с 

И  такъ  пмѣемъ: 

х'^-^а^х''-  ^+а.х"""-'..  .-^а^^-={х-^хХ^—Х,){  х-Х^)....  {х—Х^  -гУ.^—^т) 
^х^-\х^-\'Х^-^...х,^х'^-'^-^{х^х^-\-х^х^,...х^х^-у-...х^^^,х,,'^х'^~^ 

—  (^Х  ^Х      ^  -і-Х  іХ  ^Х  і^-\г  > "  'Х  ^Х  ^Х  1^"^ '  •  •<^{п~й^т  — х*^//»)*^'^  ' 

 -^{—±Га;,х,х,Хі,  х^. 

Отсюда,  по  сравненіи  коеффиціенгаовъ ,  получаемъ: 

а,= — {Хі-^Хп-^Х',-^Х^-і-  Х.„^ 

\а^—{х^х^-^х^х-^-^  ^.^зН  х^^іХ^^ 

=  {Х  ,Х.,Х^-^ХуХ^Хі,-^  х^х^х^-і-  х^^^х^,^^-,х„) 


(і)< 


^_^^{—±У''~\х,х^Хг...х,^_^-^х^х,х^..х^^^х„,-^-.>.-\-х,х^х^...х^^ 
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Эти  уравненія  могушъ  бышь  также  выведены  изъ  уравненій  (28)  §  15. 
Положивъ  въ  нихъ  х=о,  и  замѣшивъ  равенства  (38),  §  18,  получимъ  : 

/(о)=«;«-=^^~'^х  — л^,  ѵ...~^,„)=(— ^)'".^,^»  л:^ 

Ло)=«т-і=<^^- хС—^х лг^.)=^(--1)"^-Ч^х-^>-2:,. . , 

-^0:^X4  •••^,гь~-і^ т'^""'^^-і^ і'"^т~г^і)^ 

И  Ш.  Д. 

 ;  ®2~~"  ^«(""""^ I » — X         •  >—-Х^'^{ХіХ^  •+-  Х^Хг, 

1.2.3  [т — 2 

'  (о) 

-—а  I  =С^{—Хі,—  х^  — (лгі  +Хг,  ч-  


1.2.3  

Уравненія  (і)  выражаютъ  слѣдуюш,ую  теорему:  Вб  опредтъленноліъ  ал- 
гебраигескомъ  гравненіи,  освобожденножь  отъ  коеффиціента  перваго  глена, 
коеффиціенты  гленовъ\  втораго^  третьлго,  гетвертаго  и  т.  д.  до  послтъд- 
няго,  взятые  поперелігънно^  то  сь  ч-,  то  съ  — ,  равны  соотвгътствешю: 
і)  сужмгъ  встьхь  корней^  2)  суліліть  произведеній  этихъ  корней  ,  взлтыхъ 
по  два,  З)  сул>ілітъ  произведеній  корней ,  взлтыхъ  по  три,  и  т.  д.;  наконецъ 
произведгнію  всгъхъ  корней. 

§  33.  Замѣшнмъ,  что  отъ  переліѣш,енія  буквъ:  х^^х^....х  всЬми  воз- 
можными образами,  вгаорыя  части  уравненій  (і)  не  измѣняютъ  ни  вида, 
ни  значенія.  Это  свойство  имѣютъ  безчисленное  множество  Функцій, 
называемыхъ,  по  свойству,  ихъ  характеризующему,  неизмѣнлющгімисл 
(іпѵагіаЫез)  или  сижліетршнылм.  Онѣ  раздѣляюшся  на  раціональныя  и 
ирраціональныл,  Первыя  играютъ  весьма  важную  роль  въ  Математиче- 
скомъ  Анализѣ,  и  могутъ  быть  всегда  выражены  рацюнальнылт  Функці- 
лми  коеФФиціентовъ  даннаго  уравненія. 

Ежели 


есть  цѣлая  раціональная  Функція  корней:  х^^х.^^х-^  л:^^^,  іііо,  по  §  3, 

представляется  суммою  членовъ  вида: 

,    x^^.   тК. 


(2) 


гдѣ  показатели:  />',/?"  .р^"'^  суть  какія-либо  цѣлыя  положительныя  чи- 
сла, а  значки:   *г  изображаютъ  различные  члены  ряда:  1,2,3,....»г. 

Чтобы  II  была  симметричная  Функція,  ш.  е.,  чтобы  она  не  измѣняла 
своего    значенія    и  вида    отъ  всЬхъ   возможныхъ   перемѣщеній  буквъ : 


х^,х^,х^ч  х^^,  эти  буквы  должны  въ  нее  входишь  одинакимъ  образомъ. 

И  потому,  если  выраженіе  (2)  будешь  одинъ  изъ  ея  членовъ,  то  она  должна 
также  содержать  всѣ  члены,  которые  получатся  ,  замѣняя  порядокъ 
значковъ:  Я.//,?;,... .г  ,  всѣми   возможными  переложеніями  изъ    т  значковъ 

1,2,3,. поп.  Означимъ сумму  эшихъ  членовъ  чрезъ  2(^л^^ 'д:^"  )» 

или  чрезъ  ^2(л:^'д:^"л;з""  потому  что  А  есть  обш,ій  мно- 
житель всѣхъ  членовъ.  Прилагая  эти  сужденія  къ  каждому  изъ  членовъ, 
отличающихся  по  крайней  мѣрѣ  однимъ  показашелемъ  или  числомъ  знач- 
ковъ: 1,  2,  тг  ,  заключаемъ  ,  что  всякая   цѣлая  раціональная  Функція 

представляется  въ  видѣ 

гдѣ  А,А^^Л^^ —  суть  количества  независимыя  огаъ  х^^  х^,^...х^. 

Дробная  раціональная  Функція  по  §  3  есть  частное  двухъ  цѣлыхъ  Функ- 
ций; чшобы  эгаа  дробь  была  симметричная  относительно  х^іХ^.Хз. »  ея 

члены  должны  быть  симметричные;  посему  они  должны  имьть  видъ  (з). 

§  З-^І,  Покажемъ  теперь ,  что  всякая  симметричная  раціональная 
Функція  корней:  х ^^х„,х ^^,...х^^  уравненія  У(:г)— о  выражается  раціональ- 
ною  Функціеіо  коеФФиціеншовъ  даннаго  уравненія.  Для  этого  мы  восполь- 
зуемся слѣдующими  двумя  теоремами,  данными  Коши  въ  его  Ехег- 
сісез  д.е  МаіЬетаЩиез. 

Т.  Пусть  II  будешъ  цѣлая  симметричная  Функція   корней;  х^^х^,,..х^ 

уравненія  У(а;)=л;"*-і-аіЛ;'"~^Ч-  а^=о,  Допустимъ  ,  что  она  способна 

прпниліашь  видъ  полинома 

(4)  г7=^^г/'+Лл;/-'Сг-,"-=ч-....і^^+М, 

въ  которомъ  А,В,С,...Ь,М  сушь  цѣлыя  раціональныя  Функціи  косффиці- 
ентовь  сг  ^,....а^^\  иположимъ  на  первый  разъ,что  всѣ  корни:  х^,Хг,,...х^ 
неравные. 

Такъ  какъ  значеніе  V  не  должно  изменяться  отъ  замѣненія  корнями: 
Хг:Х.,,....х^^,,  то  уравненію 

(5)  Ах''+Вх''-'  +  Сх'"^^....Іх+М=^Ѵ 

будутъ  удовлетворять  всѣ  корни:  ,х^^х ^^...Х^^,  и  потому  степень  этого 
уравненія  не  должна  быть  ния;е  степени  даннаго  уравненія.  Если  раздѣ- 
лимъ  первую  чаешь  уравнеши  (5)  наУ(л;),шо  въ  осташкѣ  получимъ  цѣлую 
Функцію  X,  степени  не  выше  лг — 1.  Изобразивъ  эшошъ  осшатокъ  чрезъ 

гГ-'+г,х'^'^г^х'^-^-^....г^^_,х^г^, 


а  чрезъ  ^  частное,  имѣемъ  равенство 


(^б)       ^=^^{x)^{^,x'''-'^^,  х"^' '  +/-3  х""" '  хЛ'+^„»)- 

Полагая  ,.372  ,  Функція  исчезаешъ;  посему  всѣ  эти  корни 

должны  удовлетворять  уравненію 

(I)  Г/=г,а;'"-Ч-г,^---ч-  

Но  эшо  невозможно  по§  29,  если  ур.  (і)  не  есть  тожественное  ^  и  ніакъ 
необходимо,  чшобъ 

Отсюда  заключаемъ,  что  отъ  раздѣленія  полинома  (4)  наУ|^л?і),  въ  остані- 
кѣ  получимъ  раціональную  Функцію  коеФФіщіентовъ,  независимую  отъ 
х^,  которая  и  будетъ  искомое  значеніе  симметричной  Функціи  С/. 

Остается  теперь  показать,  какимъ  образомъ  всякую  раціональную 
Функцію  можно  привести  къ  виду  (4). 

Это   легко  сдѣлать  для   уравненія  второй  степени 
(в)  х"^ -^а  ^х-^-а  . 

Пусть  ?7  будетъ  симметричная  Функція  его  корней,  означаемыхъ  чрезт, 
х^  -ѵі  х^.  По  §  33  имѣемъ  х^-\-х^'=- — выведя  отсюда  значеніе  х^^ 
внеся  его  въ  и  расположивъ  результатъ  по  степенямъ  х^^  получимъ 
полиномъ  вида  (4). 

Замѣтимъ,  что  этошъ  резульшашъ  по  §  28  есть  не  что  иное,  какъ 
осшашокъ  дѣленія  Функціи  II,  расположенной  по  л?, ,  на  линейное  выраже- 
ніе  — ( — — -^і)-  Слѣдовательно,  чтобъ  получить  значеніе  симмет- 
ричной Функціи  27  двухъ  корней  уравненія  (8),  должно:  1)  нолиномъ  і/, 
расположенный  по  буквѣ  х^,  раздЬлнгаь  на  д;^ — ( — —  ос ^)— х .^-^х ^-\-а ^\ 
2)  пошомъ  осгаашокь  этого  дѣленія,  расположенный  по  буквѣ  х^,  разде- 
лить на  триномъ  х ^'^ -^а ^х ^-\-а эшотъ  новый  остапюкъ,  независимый 
отъ         будегаъ  искомое  значеніе  II. 

Пусть    еще  требуется    опредѣлить  значеніе    цѣлой  симметричной 
функціи  ТІ  для  уравненія  3-й  степени: 
(э)  х'--\га^х'^  •\-а^х-\-а^г=^о. 

Означивъ  корни  этого  у  р.  чрезъ  д;^,^:^  ,д:а ,  и  раздѣливъ  его  первую  часть 
на  X — д;,,  въ  осшашкѣ  получимъ 

(іО)  х^^-\-а^х\-л-а^х^^-\-а^^  ^ 

а  въ  часшномъ  \  . 

(II)  х"^ -^\х^^^а^)х-\-{х^'^  ^а^х^^іга^), 

Послѣднее  имѣстъ  только  2  корня:  х^  и  х^  \  посему  Функдію  і/,  разсма- 
шриваемую  ошносительно  эшихъ  корней,  по  сказанному  предъ  этихмъ  , 
легко  выразить  Функціею  коеФФнціеншовъ:  [х^л-а^  и  (л;/ -ѵ-а^х^-і-бг,)  ; 
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гаакъ,  что  она  будетъ  содержать  только  и  коеФФиціенгаы  даннаго 
уравненія.  Для  досшиженія  этого,  расположишь  Функцію  V  по  степе- 
нямъ  ^?з,  и  раздѣлиліъ  ее  на  линейное  выраженіе 

остагаокъ  будетъ  содержать  Хх,^?,,^,.  Расположивъ  его  по  л?,,  и  раз- 
дѣливъ  на 

получимъ  второй  остатокъ  ,  содержащій  только  и  косФФИціенты 
«^,«25  и  потому  имѣющій  значеніе  полинома  (4);  наконецъ  по  раз- 
дѣленіи  этого  новаго  остатка  на 

найдемъ  остатокъ,  независимый  отъ  ,  который'  и  будетъ  искомое 
значеніе  II.  И  такъ,  чтобъ  найти  значеніе  симметричной  Функціи  V 
корней  ур.  3-й   степени  (о),  должно    поступать  слѣдующимъ  образомъ: 

1)  Первую  часть  даннаго  уравненія  (э)  должно  раздѣлигаь  на  х — Хі, 
чрезъ  что  получится  остатокъ  (іо)  и  частное 

2)  Расположивъ  данную  симметричную  функцію  Ѵ  по  буквѣ  дг, , 
дѣлимъ  II  на  выраженіе 

— ( — Хг — — а,)=Л'а-і-.я:і-*-^2-Н2,; 

остатокъ  этого  дѣленія  не  будетъ  заключать 

3)  Расположивъ    этопіъ  остатокъ   по  буквѣ   дГа,  дѣлимъ  его  на 
ХІ'^{Хг-^а^)х^'^[хІ-\-а^Хі-і-а^);  новый  остатокъ   будетъ  заключать  толь- 
ко д;,^  и  косФФИціенты  даннаго  уравненія. 

4)  Наконецъ,  раздѣливъ  послѣдній  остатокъ  на  полиномъ  (Ю),  въ  ос- 
гааткѣ  получпліъ  значеніе  II. 

Возмемъ  еще  уравненіе  4-й  степени 

(12)  х''+о^х^+а^х''-^а^х-ні^-=^о,        ^  ' 

и  означимъ  корни  его  чрезъ  х-і^х^^х^^х^. 

Раздѣливъ  первую  его  чаешь  на  х—х^,  частное  и  остатокъ  будугаъ: 

(13)  л:'ч-(л7іЧ-а^л:'ч-(лР'^+а,дГіЧ-а.,)хч-^с'-Нз.іЛР?-ьаіЛ,-»-а^, 

(14)  х\-^а^х\-^а^х1-^аъХг-^а^. 

Такъ  какъ  Функція 

х'^Мх^-^а^)х^-^х\-^а^х,-^а^)хМ.х\-^гХ\-^а^Х  ч-я») 
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ішѣегаъ  только  три  корня:  Х^^Х^^Хі^,  то  V  легко  опредѣлить  по  предъ- 
идуш,ему  правилу,  разсмагаривая  ее  какъ  Функцію  эшихъ  шрехъ  корней. 

1)  Расположивъ  ее  по  сшепенямъ  буквы  Х/^і  дѢлимъ  ее  на  линейное 
выраженіе 

дг^. — {х^ — х^—х., — ат)=х,^-^-Хг-*-х^-^'Х^-^а^. 

2)  Осшатокъ  этого  дѣленія,  расположенный  по  степенямъ  буквы  х^ ,  дѣ^ 
лимъ  на 

хіМх-,-^х^-^а^)х^-\-хІ+Хг^-^-^хІ-^а^{Хі-^х^)-^а.^. 
(Это  выраженіе  есть  частное   отъ  раздѣленія  — — ^^^^  ^ — "^*'  ^'^*  ^ 

замѣнено  чрезъ  х^^  ' 

3)  Новый  осгаатокъ  располагаемъ  по  буквѣ  х^,  ѵі  дѢлимъ 

на 

это  дѣленіе  даегаъ  піретій  остатокъ,  заключающій  только  одинъ  ко- 
рень слѣдовательно,  имѣюш,ій  значеніе  полинома  (4).  ІІаконець  по 
раздѣленіи  послѣдняго  на 

хХ-^-а^хІ-^га^хІл-а^х^-л-а^, 

получимъ  искомое  значеніе  V. 

Подобнымъ  образомъ  мы  въ  состояніи  будемъ  определить  симметрич- 
ныя  Функціи  корней  уравненій  5-й,  6-й... и  т.  д.  вообще  какой  бы  то 
ни  было  степени.  И  такъ  имѣемъ  следующую  теорему: 

II.  Пусть  будетъ  дано  уравненіе 

Г{х)=^х'''->га^х'''-^-^а^х'^-^+а,х'"'~^-\-  -^а^^_^х-\-а^г=.о 

и  видъ  цѣлой  симметричной  Функціи  II "і^о^^шлѵ.  х-^ьХ ^,х^^...Хт  этого  урав- 
ненія;  то  X]  можно  будетъ  выразить  раціональною  Функціею  косффи- 
ціентовъ  «і,а2,бГд....а,/г,  поступая  слѣдуюш;имъ  образомъ: 

і)  Первую  часть  даннаго  уравненія  /(а;)  дѣлимъ  на  х — х^^  частное 
будетъ 

а  осгаашокъ 
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2)  Раздѣливъ  ^а  на  х — Л'г»    находимъ  частное 

и  остатокъ  x"^--'^-\^[Xг-^аx)^^I"'~''-^{рс\-\-а^x^-\-а^x^-^•^  {х 

3)  (2г  дѣлимъ  на  Л" — д^з,  получаемъ  частное 

х'^-'-^(,х^-^гх^-л-х^'^а^)х^~'-+[хІ-\-{Хг-^х^л-а^)х^-{-х'і^{х^^^ 

а,]x"'-^^..,.^^, 

и  остатокъ 

х,'''-'^+{х,-^х^-\-а,^х,'^-'-^[хІ-\-[х,+а^)х^-^хІл-а^х,-^га^]х,^^ 

^Продолжая  шакимъ  образомъ  далѣе ,  доходимъ  до  трехъ  послѣднихъ 
ойшатковъ: 

Х^п- ^+{Х^-\-Х^+Х+...  Л^^_з+Л,  )^Г,;_,Ч-  =-Кш  -8 

+х^-\-х^-\-  -^Хт^^-\-а^Хт^:і-\-Х'т_^-\-  хІ-і-х^  + 

'  Х„^_^Х^-^Хт^^Хг-\-  +Х  :,Х  ,-^а^{Хт_.,-^Хт_^-\г  Ч-ЛГ^Ч-ДГ  ^+О 

Найдя  остатки  Л^,^,;^-!  )'«"йз,Кз,  располагаемъ  V  по  степепямъ  х^^^ 
и  дѣлимъ  на  Л^^^;  полученный  остатокъ,  не  содержащій  уже  распо- 
лагавіМъ  по  степенямъ  Хт—і-,  и  дѣлимъ  на  Кт—х'-,  остатокъ  этого  дѣле- 
нія,  не  заключающій  Хт^ц  дѣлимъ  на  Вт^^у  чрезъ  что  получимъ  ос- 
татокъ, независимый  отъ  Хт_^.  Продолжая  поступать  такимъ  образомъ 
далѣе,  доходимъ  наконецъ  до  остатка,  содержащаго  только  корень  л:,  и 
коеФФИціенты:  а ^  ,а^,....а^^.Этотъ  остатокъ  есть  не  что  иное  какъ 
полиномъ  (4);  раздѣливъ  его  на  Л^,  по  теоремѣ  I,  получимъ  въ  остаткѣ 
искомое  значеніе  ІЛ 

§  35.  Мы  полагали,  что  корни  уравненія  неравные  ;  но  выведенный 
нами  теоремы  имѣютъ  мѣсто  и  въ  случаѣ  равныхъ  корней:  ибо  II есть 
раціональная  Функція  относительно  коеффиціентовъ  аі,о^....а^^ ,  и 
потому    не  измѣнитъ  своего  вида  и  сохранитъ  конечное  значеніе,  если 
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коеФФИЦІенгаы  возьмутся  такіе,  что  нѣкошорые  изъ корней  х^у  ^^уХ^^ 
сдѣлаюгпся  равными. 

§  Зв.  Приложимъ  теперь  показанный  нами  правила  вычисления  сим- 
мегаричныхъ  функцій  къ  примѣрамъ: 

Примѣръ  1. 

Предложимъ  себѣ  найти  значеніе  симметричной  Функціи: 

для  уравненія  ^г^-+-2л:-*-4=о. 
По  §  31  имѣемъ: 

^^^x''-\-x^x+(x^-{-1)  Л  4-2x^4-4 

^^^=:X-^[x^^\-X^)  В^=Л:1+ХіХ^-і-ХІ+2 

Осташокъ  дѣленія  17  на  Л,  можно  получить  прямо,  внеся  (дг^ч-л:,^)  въ 
I/  вмѣсто  Хз ;  результатъ  этой  вставки  будетъ 

По  раздѣленіи  ЪхІХ^-^ЪХіХ%  на  І{^-=хІ-\-ХіХ .^-^-Х^-^-!  ,  получимъ 
осшатокъ 

который,  будучи  раздѣленъ  на  Л  ,=л'і-+-2а;,ч-4,  даегаъ  въ  осшаткѣ-»-12. 
Слѣдовательно 

Ѵ—Х  ^Х  ^  "^Х  іХ  і  "^Х  ^Х  I  ~і'Х  -^Х  і  ~і~Х  3  «2/ 1  -^Х  1    г  — -Ч*  1 2  • 

Примѣръ  II. 

Возмемъ  ІІ=х\-*-х\-^хІ-\-Х!^^  и.^л^ю  простую  симметричную  Функцію 
3-й  степени,  относительно  корней  Хі,  Х-ц  Хз,  Х^  уравненія  3-й  сте- 
пени 


Для  этого  уравненія,  по  §  31,  имѣемъ: 


8* 
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Расположивь  Функцію  П  но  сшеменямъ  лГд^,  и  раздѣливь  ее  на  /^^^,  полу- 
чиліь  осшашокъ 

По  раздѣленіи  этого  остатка  на         наидедіъ    второй  осшагаокъ 

Раздѣливъ  послѣднее  выраженіе  на  К^,  получимъ  въ  осшагакѣ: 
— а  ^+Зл      — 3^3, 

выраженіе,  не  содержащее  корнеіі:  л^,  х^,...Х,п,  и  потому  оно  есть 
искомое  значеніе  II. 

Мы  видимъ,  что  здѣсь  дѣйствіе  прекращается,  не  доходя  до  полино- 
ма Л^.  Это  бываешъ  во  многихъ  случаяхъ;  воть  еще  такого  рода 
гіриліѣръ  : 

Примѣръ  ІТ[. 

Значеніе  симметричной  Функціи 

V — X  ^  -\-Х  2~Ь"<^  з"^~'  •  •  •  •~^Х/п  і~і~Х/п 

т  корней:  х^^,  л^,    х^,   Хт  уравненія  7(л;)=о  находится  слѣдую- 

щимъ  образомъ : 

Остатокъ  дѣленія  V  на  получится,  когда  вь  Ѵ  взіѣсто  хт  вне- 
семъ — {а^-л-х^-\-х^-л-  онъ  будетъ 

II =хІч-х  1-^хІл-  ^  -л-{а  ^  -^х  I      2+  -^х^—  і ) 

или 

ІІ=аІ-і-2[(х^+Х2-\-х^+  -^Д-  2-»--^,^ -1+-^  1-^2 

-+-х,х^+....х^х^+х^х^-^  Ч-Х„,_2^„,_і] 

Въ  послѣднемъ  выраженіи  часть,  заключенная  въ  скобкахъ,  [  ]  есть 
не  что  иное  какъ  Кт—і — «г?  (см.  §  34);  посему  ІІ^аІ-\-2[Кт^і — ^я)» 


По  раздѣленіи   этого   выраженія    V  на  получаемъ  въ  осіпашкѣ 

аі — 2'./.^;  слѣдовагаельно 


ІІ=.аІ — Іа^. 
Пріиіѣрь  ІК. 

Взявши  всѣ  ВОЗМОЖНЫЙ  разности  корней:  х^,  Х^,   по  два, 

возвысимъ  ихъ  въ  квадрашъ.  Ясно,  что  произведеніе  эшихъ  квадратовъ 
будетъ  симметричная  Функція,  и  легко  опредѣлится  по  изложеыныліъ 
правиламъ. 

На  первый  разъ  опредѣлимъ  произведеніе  квадрашовъ  разностей  корней: 
•^і?  ^2  уравненія  х^-^а^х-^а  ^=:о. 
И  гаакъ  пусть 

чтобы  получить  значеніе  ?7,  независимое  огаъ  или  остагаокъ  опгь  раз- 
дѣленія  и  на  — ( — а:^ — а^)  стоитъ  только  внести  ( — — п^)  вь  I/ 
вмѣсшо  х^.  По  этому  имѣемъ  : 

Но  х^-+-а ^^х^— — а^;  слѣдовательно  ■ 

(15)  1/=^аІ—4:а^. 
Пусть  еще 

(16)  ^=(^Г— ^ОЧ^І— ■^з)Ч-^2— -^3)% 

гдѣ  х^,  л:^,        означаютъ  корни  уравненія   3-й  степени 
(П)  х^-+-а^^а:''-*-а^х-{-а^=о. 

По  раздѣленіи  1-й  части  этого  уравненія  на  х—х^ ,  будемъ  имѣшь 

(х—х^ )(^— л:з ) =х  'ч-{х^  ч-а ,  )х-\га:1-^а  ^ л; ,  +а  ^  ; 
посему,.^  :  *. 

(18)  (.3:1 — зг;^)(х^^ — Л7з)=оЛГі+2ЯіД7^-4-а2. 

Такъ  какъ  и  х^  суть  корни  Функціи  (П),  то  силіметричная  ихъ 
функція  {х^ — х^у^  опредѣляется  по  Формулѣ  (15),  помощію  коеффицген- 
товъ:  {ос^-л-а^)  и  {х\+а ^х ^-\-а и  будешъ 

(19)  {х^ — х^)-={х^-^а^)''^^{хІ-{-а^_х^-л-а.,)^а\ — ^а^—іа^^х^ — З^с, 
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Оорашивь  вниманіе  на  уравненія  (іб),  (18)  и  (іЭ),  находимъ 

г/=(Зл:^ч-2'2,лгіЧ-а.,)'(а^  — 4а,— 2а^д7,~З^Сx)• 
Раздѣливъ  вторую  часть  этого  уравненія  на 

найдемъ  въ  осшаткѣ  значеніе  V,  независимое  огаъ  д;,.  Но  этого  легко 
достигнуть  слѣдующимъ  путемъ: 

Такъ  какъ  х\-і-а^хІ-^а^х^+а^~Оу  то 

и 

Произведя  показанное  умноженіе,  замѣнивъ  пошомъ  хі  и  х'^  соогавѣт- 
сгавенно  выраженіями: 

— а^х^ — а^х^ — «3, 

— а^хі — а^Хх — а^х^=(^аІ — )хІ+[а^а^ — 05)37,4-^,05 , 

найдемъ  : 

Когда  «1=0,  тогда  11= — 4«2 — 21ад. 

Подобнымъ  образомъ  опредѣлигася  значеніе  симметричной  Функціи 

17=(х^—Х^У(Хг — Х^у.,..{а:^—ХтУ{х^—Х^у...(х^'-ХтУ.'..{.Тт-.г  Х^У  , 

выражающей  произведсніе  квадратовъ  разностей  корней:  Хі,л ^  ,х^  ,....х^^ 
уравненія  степени  т. 

Замѣтимъ,  что  опредѣливъ  произведеніе  квадрашовъ  разностей  корней 
Хі,  х^  х^^^  уравненія  степени  (/гі — і),  легко  получить  значеніе  I/,  со- 
держащее только  х^ . 

Пусть  данное  уравненіе  будетъ /(а;)=:о;  раздѣливъ /(л:)  на  х— лг,,  по- 
лучимъ : 

— ^=  ДГ'^'  -♦{л:,  ч-о,  )ч-о ,  х"'—'+(х        о ,      ,  )х^- '-»-..  .н-^Г,  '"^' -4-0 ,  х"*-' 


63 

Корни  этого  уравненія  суть  д-,,  х^,  х,^,  Хт\  посему  имѣемъ: 

-ь  -^x'^-^-^^а,x^"^—л^x''^-~'•\-  ч-а,^ .  ,дг,+а.^_,=о. 

Замѣнивъ  X  корнемъ  х^,  получи:мъ  : 

(Х,  Х^){х^^  Х'і){рСг—Х'^)-'--[^і  Xт)=^пx"^-^  ■\-[т^\)а^х'^''~^ 

+('^— 2>,я-7-'+  

Бк;ли  мы  въ  сосгаояніи  выразить  симметричную  Функцію 

Ѵ={Х,^Х,У.   {^^^г—^тУ 

корней  уравненія-^  —=о  Функціею  коеФФиціентовъ: 

то  значеніе  II,  содержащее  только  Хі  и  коеФФИціенты  даннаго  уравне- 
нія,  будетъ 

Раздѣливъ  ее  на 

х''+а , ^ ^     , , . . . _,х, 

по  теоремѣ  I,  получимъ  въ  остаткѣ  значеніе  1/у  независимое  отъ  Хі, 

Когда  уравненіе  имѣешъ  равные  корни,  тогда  нѣкоторыя  изъ  разностей 
будутъ  нулями;  слѣдовагаельно  симметричная  Функція  I/  будеіпъ  так- 
же  нулсмъ.  Во  всякомъ  другомъ  случаѣ  17  будетъ  цЬлая  Функція  коеФ- 

Фиціенпіовъ:  а^,  а^,  а^-  а^.  По  этому,  когда  всѣ  коеФФИціенгаы  дѣй- 

ствительные;  тогда  I/  будетъ  также  имѣть  дѣйствительное  значеніе, 
будутъ  ли  корни  даннаго  уравненія  дѣкствигаельные  или  мнимые. 

Въ  послѣднемъ  Сѵіучаѣ  знакъ  V  будетъ  зависѣть  отъ  числа  паръ  мнп- 
мыхъ  корней.  Это  легко  доказать,  разсматривая  видъ  квадратовъ  раз- 
ностей мнимыхъ  корней.  Пусть  данное  уравненіе  сь  дѣйствигаельныліп 
коеффиціентами  имѣешь  пару  мнимыхъ  корней  : 

І-і-иі,    і — ш'. 

Разность  ихъ  будетъ  І2«г,  а  квадратъ  эгаой  разности  бздеть  дѣйст- 
вительное  количество — 4г^' . 


,  6?^  ■ 

Разности  между  каждымъ  изъ  этихъ  корней  и  какимъ-либо  дѣйствн- 
телБнымъ  б^^дуть  мнимыя  сопряженныя  выраженія:  — і — иь"^  и 
±(^7^^ — 1-\-иІ)\  но  произведеніе  ихъ  квадрашовъ 

всегда  дѣйствительное. 

Наконецъ  для  квадрата  разности  двухъ  непарныхъ  мнимыхъ  корней  : 

находимъ 

[{і+иі) — {с'-\-гіі)]  ^=[{і — 1)-^{и—и) .  г] '  ; 

но  V  будетъ  содержать  также  квадратъ 

[[(^иі)—{і—иЧ)]  ^^[((~-Г)-.{и—и)і]  , 

и  произведете  этихъ  двухъ  квадратовъ  будетъ  дѣйсгавительное  поло- 
жительное количество 

[(^__^')  ч-(  и—ѵ!) .  і]  ?  [( 1—1  )  -~{и—и')Л  ]  = = [(і—г')  *  ч-(и~м')  *]. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  V  будетъ  произведеніе  дѣйствительных  ь 
положительныхъ  количествъ  на  дѣйствительныя  отрицательныя ,  ко- 
торыхъ  число  равно  числу  паръ  мншіыхъ  корней,  и  потому,  когда  это 
число  нечетное,  тогда  значеніе  II  отрицательное;  во  всяколіъ  другомъ 
случаѣ  оно  положительное. 

Когда  коеФФИЦіенты  а^,  а 2,  а^сутьцѣлыя  числа ,  и  данное  уравненіе 

не  имѣетъ  корней  равныхъ,  тогда  значеніе  27 будетъ  также  цѣлое  число; 
означивъ  его  чрезь  ІѴ*,  и  взявши  ІѴ  съ  знакомъ        всегда  будемъ  имѣть 

ІѴ=1. 

§  37,  Предложенный  способъ  вычисленія  симметричныхъ  Функцій  не 
всегда  бываетъ  удобень  въ  приложеніи;  посему  употребляютъ  другой, 
который  состоитъ  въ  томъ,  чтобы  всякую  раціональную  симметрич- 
ную Функцію  выразить  раціональною  Функціею  симметричныхъ  Функцій 
вида 

(19)  2(^?)=л:?+л:?+л:^-ь  ^ч-л:^,, 

которыя  очень  просто  опредѣляются  помощію  коеФФИЦіентовъ  дан- 
наго  уравненія. 
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Функція  вида  (19)  называется  простою  силшетригиою  функціею,  и 
имѣетъ  свойство  выражаться  цѣлою  линейною  Функціею  такихъ  же 
Функцій  степеней  низшихъ.  Это  легко  доказать  изъ  разсматриванія 
выраженія 

гил=М.^ШУМ.^.  

^   '     Х—Х^    Х—Х^     Х—Хъ  X — 

Раскрывши  первый  членъ,  по  §  28,  найдемъ 

/(^) 


'-+-  XI 
+а^х'і 
-\-а^Хі 
■л-  аз 


X — Л", 


+  Х\ 


-^а^х 


,7И_  1 
3 


-НІгХ 


х-^  хТ--^ 


Замѣнивши  корень  д?,  послѣдовательно  корнями  х,і  Хі....Хт,  получимъ 

Дх)      /(х)  /(х) 
разложенія  членовъ:  — ^^-^,  —  — 

Сложивъ  эти  разложенія,  и  для  сокращенія,  положивъ: 

X I  +х  і-^х  3   +лг^=5 , 

хІ-{-хІ-^хІ-\-  ч-^г,^=5  в 

х\-^х\'^Х  з"^»  •  •  •  •  »'^Хт~~~^з 


и  га.  д. 


-4-х 


имѣемъ : 


Вторая  чаешь  этого  равенства  должна  быгаь  тожественною  съ  вы- 
раженіемъ 

9 


(20) 
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посему  должно  быгпь: 

8  ^-\-а    ^-^та.,  — {т — 2)^2 

и  ш.  д. 

^„і—  X 1  "^»*  —  2 "^^  8 "^//г - 3  +Л а 4.-4-  ащ^^Зг  +ТПат _ і  =(т  _  і  . 

Эти  у равненія  ограничиваются  Функціею  Чтобы  вывести  у рав- 

ненія,  содержащія  простыя  симметричныя  Функціи  степеней  т,  т-\-±, 
т+2 , , . . .т-і-п ,  вставимъ  въ  первую  часть  даннаго  уравненія,  вмѣсто  х, 
послѣдовашельно  корни;  х^,  х^^  Л'з....л:„^.  Отъ  того  выйдуш*ь  уравненія: 

х'^-^а  ^х'^~^-+-а^  х^~ "     3  ^7"" ' +  -^ат—  ^  х  1 4-я,«-=о 

Х^І-^-а ,  л^Т—  ^  ч-а  2        *     3        '  -4-  +а7«— ,  X  ^-^а^^-=:  о 

х^'-^а^х'^-'+а^х'^-'+а^х'^-'-^  +а^гХ  .-^а^-г=.о 

и  т.  д. 

которыя,  будучи    помножены  соотвѣтственно    на  х^і,  Х^,  х",  Х^^^, 

даютъ  сл  Ьдуюш,ія  : 

и  т.  д. 

x'"^'^+а,x''^+'^-^-^-а,x"'^''''-*-а.x'^+'''^+  н-а„  .х'^'^'+гг 

Сложивъ  эти  уравненія,  получидіъ 


Полагая  послѣдовательно  71=^1,  2,  5,  и  т.  д.,  выводшмъ  линеиныя 

уравненія  : 


(22) 


I 


6Т 
И  ш.  д., 


(23) 


служащія  къ  послѣдовашельному  вычисленію  Функцій:         ^тЛ  гу  ^т+^і 

и  т.  д.  помощію  Функцій  ^т-^^  '^і'    '^о»  которыя 

опредѣляюгася  изъ  ур.  (20).  Замѣгаимъ,  что  уравненія  (20)  и  (22)  соста- 
влены по  одному  и  тохму  же  закону.  Изъ  нихъ  легко  вывести  Формулы: 

'^4=«  X— 4«  X  ^  а+4гг  I  а  3  —  4а4. 

и  т.  д., 

называемый  Нттоновылш . 

Такимъ  образомъ  всякая  цѣлаи  простая  симметричная  Функція  корней 
можетъ  быть  выражена  линейною  Функціею  цѣлыхъ  простыхъ  сим- 
метричныхъ  Функцій  низшихъ  степеней ,  или  цѣлою  раціональною 
функціеіо  коеФФиціентовъ  даннаго  уравненія. 

§  38.  Изъ  уравненія  (21)  можно  также  вывести  линейныя  уравненія, 
связывающія  дробныя  проспіыя  симметричныя  функціи: 

5    _ ,  ^  ,  ^  , 

•^х     «^г     "^5  ^„і, 


е         1      1       1  1 

«>_.г=— н —  — ; 


ХІ     0С%    Х\  ,СС^ 

и  т.  д. 


съ  цѣльши:        5^,  5^,  Въ  самомъ  дѣлѣ,  полагая  въ  уравненін 

Г2і)  послѣдовагаельно  7г= — 1, — 2, — 3,  ,получаемъ  : 

9* 


(24) 
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и  ш.  д. 

Но  такъ  какъ,  по  уравненіямъ  (20),  имѣемъ  : 

^т^^-^^г^пь-'^-^'^^^т-^-^  +«^-і'^х==-('"-ЗК-з 

И  т.  д. 

"^^і^з — аі  и 
гао  уравненія  (24)  обратятся  въ  слѣдующія : 

— ('^^-2)а^-»+'^«/«-  .+^^-і'^-Х+«;«'^-2  =  0 

и  т.  д. 

или  въ  слѣдующія :  '  - 


(25)  < 


1 


и  га.  д. 


Отсюда  видно,  что  Формулы  для  вычисленія  выражсній  -^„^,  *^_2» 
•^,.,,  и  пр.  получаются  изъ  Формулъ  для  вычисленія  6'^  5^  и  пе- 
ремѣнивь  въ  послѣднихъ  а,,  а,,  Оз,. соотвѣтственно  на 


о^.        а,..     *  'а 
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§  39*  Ежели  всѣ  коеффиціенты  даннаго  уравненія  дѣйсшвитсльные  , 
то  изъ  Формулъ  (20),  (22)  видно,  что  простыя  симметричныя  Функціи  его 
корней  будугаъ  также  дѣйствигаельныа.  Впрочеліъ  это  легко  объяснить, 
разсматривая  видъ  Функціи  ^ р-=х^-і-Л^+Х^-і-  '^■^^,^- 

Пусть  і+иі  и  і—иі  будутъ  сопряженные  корни  даннаго  уравненія;  то, 
по  §  30,  одинакія  цѣлыя  положительныя  степени  этихъ  корней  будутъ 
пШ  !іе  сопряженныя.  Посему,  положивъ 

будемъ  имѣшь 

Сумма  эшихъ  степеней  есть  дѣйствительное  количество  1ф(и'). 

Такимъ  образомъ  члены   въ  Функціи  происходящіе  отъ  сопряжен- 

ныхъ  мнимыхъ  корней ,  соединяются  въ  дѣйствительное  количество; 
слѣдовательно  Функція  будетъ  состоять  только  изъ  дѣйствитель- 
ныхъ  членовъ,  и  потому  сама  будетъ  дѣйствишельная. 

То  же  можно  сказать    о  дробной    простой  симметричной  Функціи 

5    — І-  —   1.  — 

Члены,  соотвЬтсгавующіе  сопряженнымъ  корняліъ  І-л-иі^  I — иі ,  будутъ : 
і   1  • 

1  1 

и  для  сулімы  ихъ  находимъ  : 

ф{и^)—и.Ѳ[и'')л         ф[и'')+и.Ѳ[и'')Л  2ф(и^) 

количество  дѣйстви тельное;  пасему  всѣ  члены  Функціи  суть  так- 

же дѣйствительные. 

§  ЧгО*  Приложимъ  теперь  Формулы  (20)  (22)  (25)  къ  примѣрамъ. 
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Примѣръ  I. 
Въ  уравненіи  л;^ — 4лг' — ІЭл^^^н-Юбл:— 120-=о 


коеФФИціеншы  суть 


аі=—4>  0!,= — 19,  «3=4-106,  «4.^— 120 


а  корни:  х^  —  І,  Л7з  =  3,  Л'4.=4. 

Формулы  (22)  даютъ: 

X  — — а,  =—(—4)=~5-і-  2+3+4  =  4 
'5',=— а^5^„2л, =16+2. 19—25+4+9+16=54. 

'^з=—«і'^8—«в'^і— 3^3=14.54+19.4— 3.106=— 125+8+21+64=— 26 

5,  =__аі5^__а^5^_о^5^__4а^=_4. 26+19. 54— 106.4+4.120=625+16+81 

+256=918 

«8^3— аз-^^—а^^^і— 5а5=4. 978— 19.26— 106.54+120.4= 

— 3125+32+243+1024=— 1826 


I     и  ш.  д. 


А  по  уравненіямъ  (25)  имѣемъ: 


«3       106  1 


1111 


1  53 


«4.    +120  5 


-Ч  Ь— +-: 

5    2   3  4 


4  60 


3600 


1669 


и  т.  д. 


5з=— 3^5=— 15 


5^г=— —аз'^,^— 50  ^ 
5^=— а  .^5^— а, -53=^4-91. 


и  т.  д. 


и  т.  д. 
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§  ^І,  Г-нъ  ІТулье  -  Дслияъ  досгаигъ  уравненій  (20)  (22)  (25)  дру- 
ги.мъ  пугаемъ  (♦);  но  его  способъ  не  имѣегаъ  значиіпельнаго  преиліущестші 
предъ  изложеннымъ;  они  одинакаго  досшоинсгава  по  своей  нростогаѣ  , 
хошя  оба  искусшвенны.  Мы  моясемъ  довольствоваться  изложеннымъ. 
Теперь  остается  намъ  показать,  какимъ  образомъ  цѣлая  симметричная 

Функція  вида   Цх^г -хК' '^К  "  )    можегаъ   быть    выражена  цѣлоіо 

Функціею  простыхъ  Функцій:       ,  5^,  5,^  и  проч. 

Начнемъ  съ  Функціи  Ъ{хР^х1"),  называемой  двойною.  Перемноживши 
выражснія 

произведеніе  ихъ  будешъ 

Ясно ,  что  во  второй  части  этого  равенства  ,  первая  строка  пред-» 
ставляетъ  простую  симметричную  Функцію  ^р'^р',  а  вторая,  искомую 
Функцію  2(дг^аг^  );  по  этому  имЬемь  : 

(26)  5р'.^р"=8р.  ,  р  ,+ЦхР  хР"), 

а  отсюда  выводи мъ  : 

(21)  Ца:РхР")=Зр.8р.,^р,^р.,. 

Такимъ  образомъ,  двойная  сшіметричная  Функція  ЩхР  хР  )  опреде- 
ляется помощію  трехъ  простыхъ:  5р,,5р"  и  5^,  ір",  когаорыхъ  значенія 
получаются  изъ  ФОрмулъ  (20)  и  (22). 

Для  опредѣленія  симметричной  Функціи  '2(хР'хР"хР"')  ,  называелюй 
тройною,  помножимъ  обѣ  части  уравненія  (26)  на  уравненіе 

8р;~хР"'-^хР"'-^-хР'"-^..  .ч-х^Г ; 

отъ  того  выйдепіъ 

(28)  5;,..5^.,.5^,„:=5^,.,^Ч^Г'+Г"+"-^<'") 

+{гР"'чгхР"'-^...+хР^")^[хР'.хР"]. 


(♦)  Ье^опв  <і'АІ§еЬге  раг  І^е{сЬиге  йе  Роигсу.  Ра§е  ^97. 
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Вторая  часть  этого  уравііенія  состоитъ  изъ  членовъ  5-ти  роа^овъ,  а 
именно: 

1)  Изъ  членовъ  вида  д?^'^ составляющихъ  Функцію  5^;<_^^^,"^_^' . 

2)  -      _       -    д:^'-^^".^^",        -       -       -  Щ^Р'^Р",а:Р"') 

3)  _       -       _    ^^'^^^'".л:^',         -       -  ~ 

4)  _      -       -    4"-^^"'.^^,        -       -       -  2(^^'Чі"".^^;) 

5)  -       -       -  -       -       -  ад'.л:?'.^^'"). 

И  шакъ  уравненіе  (28)  примешъ  видъ 

(29)  5^^.5р...5^.,,=5^,-^^,..^^,...^-ад'^^^^^^'0+2(<•^Р'^ 

+2(л:^"-^^"'.Д7?;>ь2(^^'.а:Р".д:^'"). 

По  уравненію  (27)  имѣемъ  : 

2(л:Г'-+^"'.^')=^',Р"'.*^'-^'+^'Чі>"'; 

отъ  чего  уравненіе  (29)  обратится  въ  слѣдующее  : 

-2  5^чі"Ч/)-+2(а;/".<'^Г"), 
изъ  котораго  наконецъ  выводимъ  : 

(30)  2^Г.^Г'.^Г")=^і>'.5і>".«/>"— '5/.--,/>".5/>"'  .-^/,4  Р""^Р"- 

Такимъ  образомъ,  поступая  далѣе  ,  найдемъ  шакія  же  вьтраженія  для 
симметричныхъ  Функцій  видовъ: 

2(Д^Г.^^"<'Ч'''),2(^Г^Г.^?"'.Ч'''.^^.^'')  и  т.  д. 
вообще  симметричной  Функціи  вида 

2(^^'.^Г'...^^^"'}. 

Послѣ  этого  понятно,  что  всякая  цѣлая  симметричная  Функція,  т.  е. 
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вида  (з)  способна  выражаться  цѣлою  Функціею  просшыхъ  симмегарич- 
ныхъ  Функцій:  '^о,'^! 5*^39  и  пр.  И  такъ  всякая  раціональная  симмет- 
ричная Функція  V  корней:  х^^х^^...х^^,  можетъ  бышь  выражена  рацио- 
нальною Функціею  симметричныхъ  Функцій  вида  хР-\-а:^-^оС^+...хР„^,  и 
потому    она    будегаъ    также    раціональная    Функція  коеФФИціентовъ 

Замѣгаимъ  еще,  что  выведенныя  нами  уравненія  (2і)  (ЗО)  сущесшву- 
іотъ  и  для  отрицагаельныхъ  показателей  р  ,р" у .  .р^^^^ . 

функціи,  пршшжающгл  только  два  знагеніл  отъ  пережтщеніл  встъми 
возможными  образами  колигестеъ,  въ  шхъ  вхоЪлщихъ. 

%  4:%,  Пусть  V  ^^  г  будутъ  двѣ  раціональныя  Функціи  корней : 
х^^х ^^...Хт^  и  каждая  принимаетъ  два  значенія  отъ  перестановки 
этихъ  корней  всѣми  возможными  образами.  Притомъ  положимъ ,  что 
функція  г  цѣлая  ,  и  перемѣняетъ  только  свой  знакъ  ,  сохраняя  то  же 
численное  значеніе  ,  т.  е.  переходитъ  изъ  +г  въ  — г  и  нзъ  - — г  въ  -л-г. 
Означивъ  чрезъ       и       значенія  Функціи  г>,  ясно,  что  выраженія  : 


ѵ^-^ѵ^  и  ѵ^т — ѵ,^г 

будушъ  симметричныя  Функціи  корней:  Хт,^х.^^...х^^'>  и  потому  могу тъ 
быть  выражены  раціональными  Функціями  коеФФИціентовъ  даннаго  урав- 
ненія,  ИзобразиБъ  первую  чрезъ '5',  а  вторую  чрезъ  Т,  и  опредѣливъ  иѵ^ 
изъ  уравненій  : 

получаемъ  : 

8     Т  8  Т 

или 

 8    т  Т 

8  т 

Здѣсь  -  и  ~  суть  симметричныя  функціи,  и  два  значенія  Функціи  ѵ 


отличаются  только  знакомь  при  г.    Положивъ  для  сокращенія  ^  =р 
Т 

и  имѣемъ 

(31)  ѵ=р-і-(л.  г. 

Эшо  выраженіе  можетъ  служить  общимъ  видомъ  всякой  раціональной 
Функціи,  принимаіошіей  только  два  значенія  ошъ  всѣхъ  возможныхъ  пе- 
реіѵіѣщеній  количесшвъ,  въ  нее  входяш,ихъ. 

Ежели  р=-о,  гао  равенство  (31)  обратится  въ  слѣдующее  : 

(32)  ѵ^^.  г, 

п  Функція  V  будетъ  только  перемѣнять  свой  знакъ  ,  сохраняя  то  же 
численное  значеніе.  Такого  рода  Функціи  называются  знакоперемтънлю- 
щими  (аііегпёеб). 

Функціа  г  можешь  быть  произведеніемъ  симметричной  Функціи  р'  на 
знакопереіѵіѣняюш,ую  г ,  которая  въ  свою  очередь  есть  произведеніе  сйм- 
ліешричной  Функціи  р"  на  знакоперемѣняющую  г",  и  т.  д.,  и  ясно',  что 
наконецъ  г  будешь  имѣшь  множишелемъ  знакоперемѣняющую  Функцію  , 
несодержащую  ни  симметричной  Функціи,  ни  посшоаннаго  множителя  , 
неравнаго  единицѣ.  Означивъ  эту  знакоперемѣняющую  Функцію  чрезъ 
уравненія:  (Зі)  и  (32)  могутъ  быть  замѣнены  слѣдующими  : 

(33)  ѵ=р+д.  ^ 

(34)  ѵ=(^.  ^ 

§  ^Зе  Займемся  теперь  опредѣленіемь  знакоперемѣняющей  Функціи 
Такъ  какъ  ^  есть  цѣлая  Функція  ,  гао   она   представляется  суммою 
членовъ  вида  (2)  §  3.  Пусть  будешь 

(35)  Ка:^а;^^^x'^,...^а:'^з:^^: 

одинъ  изъ  ея  членовъ,  означая  чрезъ  Х,[/,,ѵ,.,.(Х,ч:  какіе-либо  различные 
члены  ряда  1,  2,  З,.--^-  Перемѣнивъ  значки  Ли//  одинъ  на  дагой,  Фулк- 
ція  ^  изменится  въ  — Но  — ^  также  получится  ,  перемѣнивъ  зна- 
ки всѣхъ  членовъ  Функціи  по  этому  ^  должна  заключать  членъ 
равный  и  съ  прошивнымь  знакомь  члену  Функціи  — выводимому  изъ 
члена  (35)  чрезъ  взаимное  перемѣщеніе  значковъ  Л  и  /л.    И  шакъ   ^  бу- 
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дешъ  сумма  двучленныхъ  выраженій  вида 

(56)  КxР^x^^x';,...x^'^КосР^,x^x;...x^.x*^ 

Здѣсь  п  д  можно  положить  неравными  ;  потому  чшо  въ  случаѣ 
р=д,  разность 

уничтожается,  и  соотвѣгаствуіощіе  ей  члены  исчезаютъ. 

Эта  разность,  какъ  легко  видѣть,  дѣлится  безъ  остатка  на  д:^ — Хц  или 
на  Х[л — х^;  слѣдовательно  всѣ  двучлеаныя  выраженія  вида  (Зб),  а  потому 
и  ихъ  сумма      будушъ  дѣлиться  безъ  остатка  на 

Такъ  какъ  Л  и  /х  означаютъ  два  какіе  нибудь  неравные  члены  ряда 
1,  2,  3,...^;  то  Функція  ^  должна  дѣлиться  безъ  остатка  на  каждую 
изъ  разностей: 

±ХХ  г—Х,),±(х,-^Х^)  ,±{Х  X  — Я^з  ) .  •  •  -^і^  і  —^т) 

И  проч.  ^ 

±{Х^_,^Х^, 

приписывая  имъ  произвольно  знакъ  ч-  или — ;слѣдовательно  Функція  ^ 
должна  дѣлиться  и  на  произведен!^  этѣхъ  разностей.  Это  произведеніе 
есть  также  знакоперемѣняюш,ая  Функція;  потому  чпіо  отъ  взаимнаго 
перемѣщенія  Я  и  одинъ  изъ  его  множителей  перемѣняетъ  свой  знакъ; 
слѣдовагаельно  и  знакъ  произведенія  также  переменится.  Раздѣливъ  на 
это  произведеніе  Функцію  частное  должно  быть  или  симметричная 
Функція  или  постоянное  количество.  Но  какъ,  по  положенію,  ^  не  мо- 
жетъ  содержать  множителемъ  ни  симметричной  Функціи,  ни  постоян- 
наго  количества  неравнаго  единицѣ;  то  можно  положишь 

40* 
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Число  разностей,  содержащихъ  одно  и  гао  же  количество  д?^,  есть  т — 1; 
по  этому  высшая  степень  х-^  есть  х-^~'^і  слѣдовательно  въ  разложеніи 

показатель  каждаго  количества  не  можешъ  быть  болѣе  т — 1.  Но  мы 
уже  замѣгаили,  что  въ  каждомъ  членѣ  всѣ  показатели  должны  быть 
различные  ;  посему  въ  каждый  членъ  должны  входишь  всѣ  т  пока- 
зателей: 

о,  1,  2,...(т— 1). 

Ясно,  что  коеФФИціенпть  каждаго  члена,  взятаго  независимо  отъ  знака, 
есть  1.  И  такъ  каждый  членъ  разложенія  взятый  независимо  отъ 
знака,  есть  произведете  колйчествъ:  х^^х  ^,,..х^^  въ  какомъ-либо  поряд- 
кѣ,  сь  показателями:  о,  і,  1,...т — 1,  И  всѣ  члены  разложенія  ^  могушъ 
быть  выведены  изъ  члена 

™0^І.„2  I 

пе^земЬняя  мѣста  значковъ:  1,  2,  '5,...т  всѣми  возможными  образами. 

Разность  (Зб)  показываегаъ,  что  при  каждомъ  перемѣщеніи  двухъ  ка- 
кихъ  нибудь  значковъ,  знакъ  члена  долженъ  перемѣняться.  По  этому  два 
члена,  которые  способны  выводиться  одинъ  изъ  другаго  чрезъ  четное 
число  перемѣщеній  двухъ  значковъ,  должны  имѣгаь  одинакіе  знаки;  а 
шѣ,  которые  выводятся  одинъ  изъ  другаго  чрезъ  нечетное  число  ша- 
кихъ  перемѣш,еній,  будутъ  съ  противными  знаками.  Эти  замѣчанія  ве- 
ду шь  кь  сдѣдующимъ  двумъ  теоремамъ  ,  служащимъ  къ  посгароенію 
Функціи  ^  (') 

] .  Если  гцлісоединимь  кь  глену 

(38)  х°х\х1,.,л,п 

есть  ттъ,  которые  вывоЪлтсл  изъ  него  грезь  одно  или  нтъсколько  послѣдо- 
ваупсльныхъ  перемтъщеній  двухъ  какихъ  нибудь  знагковъ,   то  гисло  встъхъ 

іленовъ  будешь 

1.  2.  3...(/и— і)  гп. 

Всіь  эти  члены  раздгьллтсл  на  два  класса:  первый  классъ  составллють 
%ле7ш,  выводиліые  изъ  глена  (зз)  'і2)езъ  гетное  гисло  переліѣщеній ,  а  вто- 


(')  Соиг5  (ГАпаІузе  раг  М.  СаисЬу,  І-ге  рагііе,  поіе  IV. 
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рой  содержатъ  глены^  выводимые  изь  первыхъ  грезь  нечетное  гисло  пере- 
аітъщеній.  Члены  первого  класса,  взятые  съ  въ  соеЪиненіи  сь  гленалш 
второго  класса,  взлтылш  съ  — ,  составллютъ  зпакоперелітьнлюшую 
функцио 

Вторая  шеорема  даегаъ  правило  узнавать  будугаъ  ли  два  члена,  про- 
извольно взятые,  съ  одинакими  или  разными  знака:\зп.  Вотъ  въ  чемъ 
она  состоитъ: 

II.  Написавши  растюложеніе  знагковъ  одного  глена  подъ  расположеніеаіъ 
знагковъ  другого,  должно  есть  знагки:  ±,  2,  З...т  распределить  въ  группы 
слѣдующиліь  образоліъ:  і)  ]Если  знагки,  стоящіе  вертикально,  не  равны 
ліежду  собою,  то  ихь  должно  совокупить  въ  одну  группу;  но  такъ,  гто, 
если  одинъ  изь  разсліатриваеліыхъ  знагковь  уже  находится  въ  какой-либо 
групптъ,  то  еліу  соотвтътствующій  знагекъ  должно  полііьстить  въ  ту- 
же группу.  2)  Составивъ  такія  группы,  каждый  изь  осталъныхь  знаг- 
ковь должно  брать  за  особую  груігпу.  Послть  этого,  состтавь  есть  группы, 
надобно  гисло  ихь  выгесть  изь  гисла  т:  если  остатокъ  будешь  гисло 
гетное,  то  знаки  разсліатриваеліыхъ  гленовъ  одинакіе  ;  въ  противноліъ 
слугать,  они  будутъ  разные. 

Первую  теорему  легко  понять,  соображаясь  съ  сказаннымъ  выше; 
вторую  же  мы  пояснимъ  сперва  примѣромъ,  а  погаомъ  ее  докажемъ. 

Положимъ,  что  772=:  1,  И  возмсмъ  два  члена,  у  когаорыхъ  расположе- 
нія  значковъ  такія: 


,    V  1  2  5  3  4  Т  6 

12  7  6  4  5  3. 

По  изложенной  гаеоремѣ  ,  всѣ  значки:  1,2,3,4,5,6,7  распредѣлятся  въ 
слѣдующія  5  группъ: 


[1],  [2],  [5,7],  [3,6],  [4].  ' 

Разность  7—5  =  2  есть  число  четное,  и  потому  взяіпые  члены  имѣ- 
ютъ  одинакіе  знаки.  Чтобы  с^^дить,  будеть  ли  эпютъ  общій  знакъ 
-+-  или — ,  сличиліъ  одинъ  изъ  взятыхъ  членовъ  съ  первоначальнымъ 

Изъ  расположеній: 


12  3  4  5  6  7 
12  5  3  4  6  7 
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сосшавляемъ  4  группы 

[1],  [2],  [3,5,4],  [6,1]. 

Разность  1 — 4=3  есть  число  нечетное,  по  этому  обгцій  знакъ  предъи- 
дущихъ  членовъ  есть  — . 

Прежде,  нежели  приступимъ  къ  доказательству  2-й  теоремы,  сдѣла- 
емъ  слѣдующія  замѣчанія  : 

±)  Пусть  данные  члены  будутъ 

и 

а  р  у   6        ос  А 

Ежели  мы  станемъ  перемѣщать  показатели  съ  соотвѣшствующими 
имъ  значками;  гас  ясно,  что  отъ  этого  ни  величина,  ни  знакъ  члена 
не  измѣнятся.  Такъ  наприм.  первый  изъ  взятыхъ  членовъ  можетъ  при- 
нять такой  видъ 

а  Ъ  к       ас  I 

2)  Перестанавливая  въ  обоихъ  членахъ  одинакіе  показатели  съ  своими 
значками  на  одинакія  мѣста,  отъ  того  не  измѣнится  относительное  по- 
ложеніе  значковъ  въ  обоихъ  членахъ,  га.  е.  вертикальные  столбцы 
значковъ  останутся  тѣ  же.  По  этому  также,  ни  мало  не  измѣнятся 
группы,  выводимыя  по  теоремѣ  ІТ.  Напр.  измѣнивъ  такимъ  образомъ 
выраженіе  (39)  въ  слѣдуюіцее 

5413672 
Т  4  1  6  3  5  2, 

получимъ  опять  гаЬ  же  группы  : 

[5,1],  [4],  [1],  [3,6],  [2]. 

3)  Для  большаго  удобства  станетъ  располагать  вершикальныя  пары 
значковъ  одну  подлѣ  другой  гаакимъ  образомъ,  чтобъ  верхній  значекъ 
былъ  тотъ  самый,  который  находится  внизу  въ  предъидуш,ей  парѣ. 
Это  продолжится  до  тѣхъ  поръ,  какъ  нижній  значекъ  послѣдней  пары 
будетъ  шотъ,  съ  котораго  мы  начали  расположеніе.  Послѣ  этого  беремъ 
другую  пару ,   состоящую  изъ  неравныхъ  значковъ ,  и  поступаемъ  съ 
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нею  гаакимъ  же  образомъ.  Чшо  же  касается  до  паръ,  сосгаоящихъ  изъ 
равныхъ  значковъ,  шо  ихъ  можно  оставишь  на  своеліъ  мѣстЬ,  или  по- 
ставишь всѣ  рядомъ. 

И  шакъ  выраженіе  (ЗЭ)  замѣнишся  слѣдуюіцимъ 

1І2'51І36І4І 


і|2І15163І4Г 

отсюда  видно,  чгао  все  выраженіе  раздѣляешся  на  столько  огадѣленій, 
сколько  по  шеоремЬ  II  составляется  группъ.  Притомъ  горпзонтальныя 
значки  каждаго  отдѣленія  суть  именно  тѣ,  которые  входятъ  въ  со- 
ставь каждой  группы.  Это  легко  понять  изъ  самаго  образованія  группъ. 

4)  Чтобы  короче  выражаться,  сшанемъ  называть  группы:  [5,і],  [3,б] 
много-сленными,  а  группы:         [2],  [4],  одноглеинылт . 

Возмемъ  ошдѣленіе 

^  а  Ь  с  д,  е   к  I 

Ъ  с  ^  е  /'  §  I  а, 

заключающее  только  одну  группу  многочленную,  состоящую    изъ  п 
значковъ.  Ясно,  что,  перемѣщая  въ  нижнемъ  ряду  Ъ  п  а,  потомъ  с  и 
потомъ  с?  и  с,  и  т.  д.:  послѣ  п — 1  такихъ  перемѣщеній ,  расположеніе 
значковъ  нижняго  ряда  будетъ  такое  же,  какъ  и  въ  верхнемъ.  Наприлт,, 
положивъ  71=6,  нижніп  рядъ  отдѣленія 

N  а  Ъ  с  а  с  [ 

^  ^  5  с  (і  е/а 

отъ  пяти  послѣдовательныхъ  перемѣщеній  : 

3  и  д,  с  и  і>і  ^  п  с,  е  п  сіі  /  и  е, 

будетъ  постепенно  переходить  въ  выраженія  : 

а  с  (I  е/  5 
а  5  ^  е  /  с 
а  Ъ  с  е  /  а 
а  Ъ  с  й  /  е 

,  а  Ь  с  <і  е  /,  ^ 

и  послѣднее  есть  не  что  иное  какъ  верхній  рядъ  отдЬленія(40). 
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Слѣдовательно,  если  два  члена  [А)  и  (В)  даіотъ  только  одну  много- 
членную группу,  состоящую  изъ  п  значковъ;  то  (А)  можно  вывести 
изъ  (Б)  чрезъ  п — 1  послѣдовагаельныхъ  переімѣщеній  двухъ  значковъ,  и 
по  теоремѣ  I,  знаки  членовъ  (А)  и  [В)  будутъ  одинакіе  или  разные, 
сзюгаря  по  тому,  будетъ  ли  п — 1  число  гетное  или  негетное.  Здѣсь  чи- 
сло одночленныхъ  группъ  есть  т — /г;  придавши  къ  нему  1  (число  много- 
членныхъ  группъ),  и  вычшя  сумму  т — /г+1  изъ  т,  (числа  всѣхъ  знач- 
ковъ), получимъ 

т~(т — гг-м)=7г— 1 

число,  по  которому  въ  теоремѣ  II  узнается,  имѣютъ  ли  члены:  (А)  и 
(В)  одинакіе  или  разные  знаки. 

Возмемъ  теперь  два  члена  (А)  и  (ІѴ),  дающихъ  //  многочленныхъ 
группъ.  Пусть  1-я  группа  сосгаоишъ  изъ  п  значковъ,  2-я  изъ  р,  3-я 
изъ  д,  п  т.  д.,  послѣдняя  изъ  е.  Составимъ  // — новыхъ  членовъ 

[В),  (С),  (В),....{М) 

такихь,  что  (А)  и  (В)  даюшъ  только  одну  многочленную  группу,  состо- 
ящую изъ  п  значковъ;  (В)  и  (С),  одну  только  группу,  состоящую  изъ 
2)  значковъ;  (С)  и  (Ю),  одну  только  группу,  состоящую  изъ  д  значковъ; 
наконецъ  (М)  и  (ІѴ)  одну  только  группу,  состоящую  изъ  I  значковъ. 
По  сказанному  предъ  этимъ,  [А)  перейдетъ  въ  (^)  чрезъ  п—±  перемѣ- 
щеніи  значковъ  по  два;  (^В)  перейдетъ  въ  (С)  чрезъ  р — 1  шакихъ  пере» 
мѣщеній,  и  потому  (А)  перейдетъ  въ  (С)  чрезъ  п — ±+р — 1  перемѣщеній. 
Члень  (С)  перейдетъ  въ  (/))  чрезъ  (7— 1  перемѣщеній  ,  и  ш.  д.,  наконецъ 
(/к?)  пе^х^йдетъ  въ  (ІѴ")  чрезъ  е — 1  перемѣщеній.  Слѣдовашельно  (Л)  пере- 
ходптъ  въ  (ІѴ)  чрезъ 

(п— 1 )-!-(/)— і)ч-(^—і  ^-н. . . і)=ггч-^5-+-$г+. .. 

перемѣщеній,  и  смотря  по  тому,  будетъ  ли  это  число  четное  или  не- 
четное, знаки  членовъ  (^А)  и  (IV)  будутъ  одинакіе  или  разные. 

Такъ  какъ    число  вертикальныхь  парь,  состоятихъ   изъ  неравныхъ 

значковъ,  есть  ?г+р+д-\-  -ь^;    то  число  вертикальныхъ  паръ,  состоя- 

щихъ  изъ  равныхъ  значковъ,  пли  число  одночленныхъ  группъ  будетъ 

т — (гг+/^-+-^-+-  +^). 

Придавши  къ  этому  числу  /л, —  число  многочленныхъ  группъ,  и  вы- 
чтя сумму  т — (71-17;+^+..,. -+-г)ч-//  изъ  т, — числа  всѣхъ  значковъ,  оста- 
га  окъ 
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7п — \т — {пл-р-\-^•\■ . . . 
есть  не  что  иное,  какъ 

И  гаакъ  число,  которое  предлагаетъ  теорема  II,  чтобы  судить,  будугаъ 
ли  знаки  чденовъ  (^А)  и  (ІѴ)  одинакіе  или  разные,  есть  не  что  иное, 
какъ  число  перемѣщеній  значковъ  по  2,  чрезъ  которыя  членъ  {А)  пере- 
ходить  въ  (ІѴ). 

Функція  симметричная,  и  мы  показали  въ  §  36,  примѣръ  IV,  какъ 
ее  выразить  чрезъ  коеффиціенты  даннаго  уравненія.  Слѣдовательно, 
когда  послѣдніе  будутъ  извѣстны ,  тогда  будетъ  извѣстно  значеніе  ра- 
дикала которое,  будучи  взято  съ  знакомъч-  и  — ,  даетъ  два  зна- 
ченія  знакоперемѣняющей  Функціи 

Узнавши      мы  опредѣлимъ  изъ  равенствъ  (33)  и  (34)  значенія  ѵ. 


ГЛАВА  ТРЕТШ. 


О  преобразованілхъ  уравненін. 

Искмогеніа. 

%  ЧЧг%  Исклюгеніеліъ  неизвѣстныхъ,  называется  преобразован іе  уравне- 
ній  со  многими  неизвѣсгаными  въ  уравненія  ,  содержащія  меньшее  число 
неизвѣсганыхъ. 

Такъ  какъ  первая  чаешь  всякаго  алгебраическаго  уравненія  (какъ  віы 
увидимъ  скоро)  можешъ  быть  преобразована  въ  цѣлую  раціональную 
функцію,  шо  мы  сгаанемъ  здѣсь  разсматривать  только  уравненія  раці- 
ональныя. 

ГТоказателемъ  степени  раціональнаго  уравненія. 

заключающаго  п  неизвѣстныхъ:  х,у,2,...у  называется  наибольшая  сумма 
показателей  всѣхъ  неизвѣстныхъ  въ  каждомъ  членѣ.  Разсмагарнвая  дан* 
ное  уравненіе  относительно  только  двухъ  неизвѣсшныхъ  степень 
его  относительно  эшихъ  неизвѣстныхъ  опредѣляется  наибольшею  сум- 
мою показателей  л;  и  /  въ  каждомъ  членѣ. 

Ежели  степень  даннаго  уравненія  относительно  х  и  у  есть  т,  то  ясно, 
что  степень  х  не  можешъ  быть  выше  х^\  по  этому  данное  уравненіе 
можешъ  быть  представлено  въ  видѣ: 

(1)  А^х'^'-^А ,  х^- « ^А  .  .-ь^^  .  ^^=0, 

гдѣ  А^,  А^^  А,,...А^_^у  А^^  сушь  цѣлыя  функціи  остальныхъ  неизвѣ- 
сшныхъ.  Расположивъ  каждый  изъ  эшихъ  коеФФИціеншовъ  по  возраста- 
ющимъ  сшепенямъ находимъ: 

1)  КосФФиціентъ  Аа  не  долженъ  содержать  у;  ибо,  въ  прошивномъ 
случаѣ,  степень  даннаго  уравненія,  относительно  х  и/,  была  бы  больше  л^. 

2)  По  той  же  причинѣ,  А^  можешъ  быть  только  первой  степени  отно- 
сительно /;  слѣдовашельно  имѣешъ  ридъ 
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3)  можегаъ  заключать  только  первую  и  вторую  степень  и  по- 
тому имѣепть  видъ  ' 

И  т.  д. 

4)  Вообще  кое-і-фиціентъ  А^^  при  д:"*""  дюжетъ  быть  только  степени 
п  относительно  у,  т.  е.  онъ  долженъ  быть  вида 

И  такь  всякое  алгебраическое  раціоналъное  уравненіе  <зтепени  т,  отно- 
сительно только  двухъ  неизвЬстныхъ  а:  и  у,  можетъ  быть  представлено 
въ  видѣ 

(2)  А,х'^+{5,^Ь,г)^^-^Цс,ч-с,у-^с.уУ''-'-^...М'^^^^  . 

гдѣ  А^,до-^  і,с^,Сі,с^,...к^,к^,...к^  суть  выраженія,  независимыя  отъ 
а;  и  у  ,  которыя  могутъ  быть  либо  цѣлыя  Функціи  прочихь  не- 
извѣстныхъ,  содержащихся  въ  данномъ  уравненіп,  либо  постоянныя  вида 

Ежели  данное  уравненіе  неполное  ,  то  въ  уравненіи  (2)  должно  пола- 
гать нулями  коеффиціенты  тѣхъ  членовъ  ,  которыхъ  недостаетъ  вь 
данномъ  уравненіи. 

Замѣтимъ,  что  въ  уравненіи  (2)  не  всегда  можно  коеФФИціеншъ  пер- 
ваго  члена  сдѣлашь^І  ;  потому  что  А^  можетъ  быть  нулемъ  ,  т.  е. 
уравненіе  (2)  заключаетъ  въ  себѣ,  какь  частный  случай,  уравненіе 

(^о     ,  -+-(^0-+-^  х^+^  ..Г '  .  .=0. 

Число  всѣхъ  членовъ  въ  уравненіи  (2)  есть 

1-4-2-»-3-+-...ч-(т— і)ч-теч-(т-ы)=^^  ^  

и  равно  числу  коеффиціентовъ:  А„,Ь^,д^,с^,...к„,.../:^. 

Такъ  какъ  независитъ  отъ  л:  и  то  число  членовъ  въ  у  р.  (2),  за- 
висимыхъ  ошъ  х  и  будеть 

(т-ь2)(/у?-4-і)  ^пі(т-і-З) 
2  ~  ~ 

11' 


Пусть  данныя  уравненія,  разсмагариваемыя  относительно  только  двухъ 
неизвѣсганыхъ  х  и  ^,  будугаъ  : 

(3)  ^4а;"'-ьВл:"'-'  +Сх'^-'+. .  .+Іа;-і-К=о 

(4)  Ра:"-^-^^:''-'-^п^''-^+...^а:-і'Т=о. 

Положимъ  ,  что  количества  у, г,...  получили  извѣстныя  значенія  ;  то- 
гда, чтобы  уравненія  (з)  и  (4)  существовали  вмѣсгаѣ  ,  первыя  ихъ  ча- 
сти должны  уничтожаться  для  одного  и  того  же  значенія  а; ,  т.  е. 
должны  имъшь  общаго  дѣлителя  ,  по  крайней  мѣрѣ  линейнаго  относи- 
тельно д;. 

Обратно,  ежели  уравненія  (з)  и  (4)  имѣютъ  общаго  дѣдите.ія  ,  Функ- 
цію  а^,  напр.  то  каждое  значеніе  а:,  выведенное  изъ  уравненія  І)=о, 
будетъ  уничтожать  первыя  части  уравненій  (З)  и  (4);  потому  что 
эти  Функціи,  имѣя  общаго  множителя^!),  обращающагося  въ  нуль,  сами 
обращаются  въ  нули. 

Эти  значенія  л  съ  значеніями  ^,  г,  и  пр.,  вставленными  въ  уравненія 
(З)  и  (4),  называются  соотвгьтственнылш  корнями  уравненій  (з)  и  (4). 

Означивъ  чрезъ  а,  с,  б?,... г,  к  значенія  х  ,  удовлетворяющія  уравне- 
нію  (З),  а  чрезъ/^,  (^г,  г  значенія       удовлетворяющія  ур.  (4),  соста- 

вимъ  произведеніе 

Чтобы  уравненія  (З)  и  (4)  существовали  вмѣстѣ  ,  они  должны  ,  по 
сказанному  въ  предъидущемъ  §,  имѣть  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  общій 
корень,  т.  е.  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  изъ  корней:  а,  Ь,с,..л,  к  долженъ 
быть  равенъ  одному  изъ  корней:  р,д,...5,і;  отъ  того  будетъ  ІІг=:о.  На- 
оборотъ,  когда  ІІ=о^  тогда  по  крайней  мѣрѣ  одннъ  изъ  множителей  , 
состав.іяющихъ  і/,  будетъ  нулемъ,  и  одинъ  изъ  корней:  а,  й,...г,  /с,  бу- 
детъ равенъ  одному  изъ  корней:  р,  И  такъ  уравненіе  ІІ=о  су- 
ществуетъ  всегда  вмЬстѣ  съ  уравненіями  (З)  и  (4). 

Такъ  какъ 
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то  вставляя  сюда  послѣдовашельно  й,      с,.. л,  к  вмѣсгао  л,  получимъ: 


и  га.  д. 

Перемноживши  первыя  части,  а  потомъ  вшорыя,  находимъ: 

О  ТО  то  т 

(5)  Ѵ^[а-^^а^-^-^..,-^-ІЬ-^Р^^ 

Вторая  часть  этого  равенства  есть  цѣлая  симметричная  Функція 
корней:  а,д,с,...і,к,  и  потому  она  можешъ  быть  выражена,  по  правиламъ 
предъидущей  главы,  раціональною  Функціею  коеФФиціентовъ  : 

д  Л    т  в  с  к 

(6)  р.   ^'•••р'  А'  А'"' А' 


А  какъ  иослѣдніе  суть  раціональныя  Функціи  только  у  ,  то  V  будешь 
также  раціональная  Функція  только  у. 

Чтобы  уравненія  (з)  и  (4)  суш;ествовали  вмѣсшѣ ,  по  сказанному  вы- 
ше, необходимо,  чтобы  функція  I/  была  нулемъ.  И  такъ  уравненіе 

можно  принять   за  результашъ  исключенія  неизвѣстнаго  х  нзъ  двухъ 
уравненій  (з)  и  (4).  Его  называюгаъ  конегныліь  уравненіеліъ. 

Ежели  косффиціенты  Р  п  А  постоянные,  то  I/  будетъ  цѣлая  Функція  у. 
Но  когда  Р  п  А  или  одинъ  только  изъ  нихъ  )  суть  цѣлыя  Функціи  у; 
тогда  коеффиціенты  Гб)  будутъ  дробные  ,  и  потому  V  будетъ  также 

V 

дробная  Функція  у.  Означивъ  ее  чрезъ  — ,  имѣедіъ  • 


V 
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и  конечныліъ  уравненіемъ  можетъ  служить  уравненіе 

Ѵ=о. 

§  ^5.  Если  мы  ИіМѣемъ  п  уравненій  съ  тг  неизвѣстными:  х,у,г,..а,щ  то, 
исключая  одно  изъ  эшихъ  неизвѣсшныхъ  ,  напр.  х  ,  между  однимъ  урав- 
неніемъ  и  всѣми  прочими,  мы  получимъ  п — 1  уравненій  съ  п — 1  осталь- 
ными неизвѣсгаными.  Ясно,  что  поступая  шакимъ  образомъ  далѣе,  мы 
будемъ  уменьшать  постепенно  единицею  число  уравненій  и  число  неиз- 
вѣсшныхь,  и  наконецъ  дойдемъ  до  одного  уравненія  съ  однимъ  неизвѣст» 
ныліъ.  Сдѣлавши  одно  и  гао  же  съ  каждымъ  неизвѣстнымъ,  мы  полу- 
чимъ п  уравненій  опредѣленныхъ  относительно  всѣхъ  п  неизвѣсшныхъ: 

У,  ^,--'"- 

Можно  прсдвидѣть  ,  что  изложенный  способъ  исключенія  не  удобенъ 
въ  приложеніи,  и  потому  онъ  замѣняется  другимъ,  который  будешь  из- 
ложенъ  ниже. 

§  ^б.  Но  прежде  посмошримъ,  какова  должна  быть  степень  конечнаго 
уравненія  1/=о. 

Положивъ  на  первый  разъ  ,  что  уравненія  (з)  и  (4)  полныя  ,  возімемъ 
одинъ  изъ  членовъ  произведенія  (5),  который  означимъ  чрезъ  М.  Онъ 
происходишъ  огаъ  увіноженія  одного  изъ  членовъ  1-го  множителя  на 
одинъ  изъ  членовъ  2-го ,  на  одинъ  изъ  членовъ  3-го,  и  т.  д.  такъ  ,  что 
въ  него  войдешъ  изъ  каждаго  множителя  по  одному  члену.  Пусть  всѣ 
эти  члены  будушъ 

число  ихъ  =т.  И  такъ 

Такъ  какъ  Функція  II  симметрична  относительно  а,  Ь,  с^...к,  то,  по 
§  33,  она  должна  заключать  всѣ  члены  ,  которые  выведутся  изъ  М  , 
перемѣняя  я,  й,  с... к  всѣми  возможными  образами  ,  и  потому  17  будетъ 
состоять  изъ  членовъ  вида 


I      II      41  С*) 
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Функціа 

(8)  2(а   Ь   с    „Л  ) 

раціональна  относительно  простыхъ  симметричныхъ  Функцій  8^,,^^,„ 
"        "  п^Р^ьіи  ея  членъ  (§  4і)  будешь 

(8)  '\-^гЛ V- 


Изъ  ФОі^мулъ   (23),  §   31  видно  ,  что  показатели  степеней  Функцін 


'^. ..^....б'. „,,... 5       относительно  у,  будутъ  соогавѣшственно 


и  потому  членъ  (э)  будегаъ  степени 

(10)  Х'н-Л"ч-Я'Ѵ...4-Л("*). 

Но  видъ  Форімулъ  (2б)  ,  (ЗО)  §  40   и  законъ  ихъ  происхожденія  показы- 
ваютъ,  что  всѣ  члены  Функціи  (8)  одинакой    степени  съ  членомъ  (9); 
слѣдоваіпельно  Функція  (8)  будеть  также  степени  (10). 
Такъ  какъ  члены 

уравненія  (4)  должны  быть  степени  то  функціи  У ^^..У^  будутъ 
соотвѣтсшвенш)  степенен; 

Слѣдовательно  произведеніе 

(")  У.УгУ  Ѵ„, 

будешь  степени  ^ 

Но  какъ  произведете  (9)  на  (11)  сосшавляетъ  ІѴ,-  то  ІѴ,  а  по  этому 
и  II,  будутъ  степени 

пт— (Я'4-Я"-4-. .  .ч-Х('''))-4-(Л'ч-Л"-+-. .  .н-ХС"'))=т/? . 


Возмемъ  теперь  какія  нибудь  два  уравненія,  которыя  изобразимъ  чрезъ 

(12)  Л^'"-/^+^^'^-^-^-ьСг'^-/'-'-н...ч-/лг+Я=о 

(13)  - » .  .+5^-4-  7Ь=о, 

означая  чрезъ  т  показателя  степени  перваго  уравненія  ,  а  чрезъ  п  по- 
казателя степени  втораго.  КоеФФИціенгаы  А  п  Р  могушъ  быть  цѣлыя 
Функціи  у;  но  показатель  степени  перваго  не  можетъ  быть  болѣе  |л^  а 
показатель  степени  втораго  не  можетъ  быть  болѣе  ѵ. 

Освободивъ  отъ  этихъ  коеффиціентовъ  первые  члены,  получимъ  урав- 
ненія 

(14)  х^-і^Л-х'^'-''-'^. .  .4-4л:+~=о 

Л  А 


(15)  У-''+^^''-''-ч-.,.-ь-^+-=о, 

которыхъ  коеФФИЦіенты 

(16)  А  '  "'А'  А'Р"'Р'  Р 

суть  дробныя  Функціи  у,  Станемъ  называть  вавремя  степенью  дроб- 
ной Функціи  разность  между  степенью  числителя  и  степенью  знамена- 

тел  я  ;  по  этому  "г  и  —  будутъ  дроби  не  выше  первой  степени,  —  и 
АР  А 

—  не  выше  второй,  и  т.  д. 

Означимъ  опять  т — (л  корней  уравненія  (і4)  чрезъ  а,  Ь,  с,...і,  а 
71 — V  корней  уравненія  (15)  чрезъ  р,  ^,  г, ...5,  (.  Внесемъ  а,  Ь,  с,...і,  к 
послѣдовательно  вмѣсто  х  въ  уравненіе  (15),  и  составимъ  по  прежнему 

произведеніе 

(п)  г/== 

(^а—рХа—Я). .  .(а— О  X  і^—рХ^—Я]'  •  ч^— ^  X  ...  X  Л— ./?)(А— у). . .(Л— ?)=  , 

О  ТО  то  т 
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Это  произведсніе  симметрично  относительно  Ъ,...к  ,  и  потому  оно 
выразится  раціональною  Функціею  кобФФИЦІентовъ  (іб);  но  какъ  послѣд- 
ніе  суть  дробныя  Функціи  у,  гао  Ѵ  будетъ  также  дробная  Функція  от- 

V 

носительно  этого  неизвѣсганаго.  Означив  ь  ее  чрезъ  — ,  конечное  уравне- 
ніе  будетъ 

Ѵ=:0. 

Опредѣлимъ  его  степень. 

Разсматривая  выраженіе  С/,  видимъ,  что  степень  Р  въ  знаменатель 
ТѴ  есть  т — іл,  и  что  р^'^~И-  служитъ  обш,имъ  діножителемъ  этого  знаме- 
нателя. ІІеремѣнивъ  знаки  всѣхъ  разностей:  а — р,  а — д,...Ь — ,  и  га.  д. 
и  ихъ  порядок  ь,  уравненіе  (П)  измѣнится  въ  следующее 

изъ  кошораго  видно,  что  степень  А  въ  знаменателѣ  РГ  есть  п — ѵ,  и 
что        ^  служитъ  общимъ  множителемъ  этого  знаменателя.  Но  какъ 
кромѣ  А  и  Р  никакихъ  другихъ  Функцін  содержать  не  можешъ,  то 

 ргп-  {^у^п — у 

Здѣсь  Р  есть  Функція  у  степени  ѵ,  а.  А  —  Функція  у  степени  /и;  по- 
сему показатель  степени  знаменателя  будешъ 

г  ( т — /л)+//(/г — ѵ) . 

Опредѣлимъ  теперь  степень  обш;аго  члена  произведенія  I/,  который  бу- 
детъ вида 

(18)  Г,Г,Гз....І^С;„_^^Х2(а  Ь   с    к  ), 

Симметричныя  Функціи  ^^^'^^^^''^""^ ^^(т^/л^  выразятся  дробными  Функція- 

ми  у,  и  изъ  Форму лъ,  ихъ  опредѣляющихъ,  легко  замѣтить,  что  показа- 
тели ихъ  степеней  будугаъ  соотвѣтственно  не  больше  Л',Л",... 
Поэтому  произведеніе 

42 
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н  Функція 


Л'  Л"  л'"  л^"'-^^] 


будугаъ  дроби  ыя  Функціи  у  степеней  не  выше 

Показатели  степеней  Функцій  УцУа>----^(,п~1л_)  будупіъ  соотвѣиіствен- 

но  не  больше 

Слѣдовашельно  показатель  степени  члена  (і8)  не  больше  суммы 

ш.  е.  разность  между  показателемъ  степени  V  и  показагаелемъ  степени 
ТѴ  не  больше  (п—ѵХт—(л). 

Но  какъ  показатель  есть  г(ш — //)н-/>е(/г — ѵ),  то  показатель  конеч. 
наго  уравненія 

Ѵ=о 

будегаъ  не  больше 

ѵ[/п — ^)+іх[п — ѵ)-\-[т — //)  (  п — ѵ)=.тп — (хѵ ; 

слѣдовагаельно,  онъ  опять  не  больше  произведенія  тп. 

Замѣгаимъ  ,  чшо  здѣсь  заключается  случай,  когда  уравненія  полный. 

Въ  самомъ  дЬлѣ,  когда  уравненія  (12)  и  (13)  полный,    тогда  (х  и  ѵ  бу- 

дутъ  нулями  ,  и  степень  конечнаго  уравненія  будегаъ  тп.  Тоже  самое, 

когда  одно  изъ  данныхъ  уравненій  полное. 

Сказанное  вь  эшомь    §  ведегаъ  къ  слѣдующей  теоремѣ: 

Если  ліы  искмогимъ   одно  неизвгьстное   изъ  двухъ  уравненш   сь  двуяіл 

неизвтъстныліи  степеней  п\  а  п,  пю  показатель  степени  конегнаго  урав- 

ненія  не  ^^^ожетъ  быть  боятъе  та  (Л. 


(*)  Коит  далъ  въ  Ехегсісез  (1е  Ма^Ьёгаа^і^ие8  весьма  замѣчаіпельиое  доказательство 
Эііюй  теоремы;  но  оно  не  шакь  прямо  ведешь  къ  цѣлн,  какъ  изложенное,  ічошорое 
ііочіті  одинаково  съ  доказательством ь  Крамера,  смотр.  ІѣігоЛисІіоѣ  а  Ѵапаіу&е  с1е$ 
и^пеа  соагЪе$. 
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Эту  важную  теорему  Безу  распространилъ  на  какое  нпбудь  число 
уравненій.  Его  доказательство  имѣетъ  недостатки,  и  потому  мы  из- 
ложимъ  то,  которое  далъ  Поассопь  (*).  Но  прежде  посмотримъ,  какъ 
определяются  снхмметричныя  Функціи  корней  уравненій  со  многими  неиз- 
вѣстными. 

§  -^Т.  Положимъ,  что  дано  7і  уравненій  съ  п  неизвѣстными  х,  у,  г,..м, 
и  что 

суть  соотвѣтственные  корни,  т.  е.  значенія  неизвѣстныхъ  х,  — и, 
удовлетворяющія  въ  одно  время  даннымъ  уравненіямъ;  пусть  еще 
■^г'/а^^г  — будеть  другая  система  такихь  же  корней;  х^,у^,г^,...и.у 
третья,  и  т.  д.  Ежели  раціональная  Функція 

■^і^і,Гі,^і^'--'иі,  ^2-72, 5.^, ^з,/з'^з,----'''з5  "  пр.) 

не  измѣняешъ  своего  вида  и  значснія  ошъ  пересгпановкн  значковъ;  1,  2,3, 
и  пр.  всѣми  возможными  образами  (т.  е.  оть  замѣненія  всѣми  возмож- 
ными образами  одной  системы  соотвѣтственныхъ  корней  другою);  то  она 
называется  сияіліетригною  фупкціею  коеФФиціентовъ  данныхъ  уравненій. 

Легко  увѣриться  такъ  же,  какъ  и  въ  §  33,  что  всякая  функція  тако- 
го рода  представляется  въ  видь 

(19)  А-\-А^Ъ^л-А.^'2,^-\~А^'^^-\-^  проч. 

гдѣ  А,  А^,  -^з»  ^  пр*   суть  посгаоянныя  количества,  а  каждая  изъ 

буквы  2і,22,2д,  и  пр.  означаетъ  сумму  членовъ  вида 

выводимыхъ  ИЗЪ  ОДНОГО  какого  нибудь  чрезъ  взаимное  перемѣщеніе  знач- 
ковъ: 1,  2,  3,  и  пр.  всѣми  В03М0ЖНЫ5Ш  образами. 
Симметричныя  Функціи  вида 

(20)  ^^^Г-'?  ....«^  <  ...,гг^    +  и  т.  д. 

5ЮЖН0  называть  простыми  или  основнылш;  потоліу,  что  онѣ  служатъ 
основою  всѣхъ  прочихъ.  Варгтгъ  первый  показалъ  способъ  опредѣляшь 
эти  силіметричныя  Функціи.  Онъ  состоитъ  въ  томъ,  чтобъ  положить 

х^'уР  гР  ....иР  ==іі>,  и  исключить  изъ  этого  уравненія  и  п  уравненій 
данныхъ  п  неизвѣстныхъ  х,  г,  ^,....?/;  піакимъ  образомъ  получится  урав- 


(♦)  Іоатаі  сіе  1'ЕсоІв  Роіуіесіътщие^  саЫег  18-е^  тоя^'е.,  199. 
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неніе  только  по  р,  и  коеФФИціентъ  втораго  члена  въ  этомъ  уравненіи, 
взяшый  съ  знакомъ  прогаивнымъ,  будегаъ  не  что  иное  какъ  значеніе  сим- 
метричной Функціи  (20)  (см.  §  32).  Этотъ  способъ  неудобенъ,  потому 
что  онъ  вводигаъ  новое  неизвѣстное.  ІІоассонъ  ііредложилъ  другой,  болѣе 
удовлетворительный.  Мы  объяснимъ  его  сперва  для  двухъ  уравненій  съ 
двумя  неизвѣстными  х  п  у. 

Положимъ  1>-=х-^Ау,  означая  чрезъ  А  произвольное  количество;  выведемъ 
отсюда  значеніе  одного  изъ  неизвѣсганыхъ  х  или  у,  на  пр.  д?,  и  внесемъ 
его  въ  данныя  уравненія:  отъ  того  будемъ  имѣть  два  уравненія  между 
V  VI  у,  Исключивъ  изъ  нихъ  у,  получимъ  уравненіе  по  котораго  косф- 
Фиціенты  будутъ  раціональныя  Функціи  относительно  А  и  коеффиціен- 
товъ  данныхъ  уравненій.  Изобразимъ  его  чрезъ  Ѵ=о,  и  пусть 

•^і  и/,,  х^  и  ^г,,  Жз  и  7з  и  пр. 

будутъ  соотвѣгаственныя  значенія  х  п  у,  удовлетворяющія  даннымъ 
уравненіямъ;  гао  выраженія : 

^г-^^Уг,  ^і-^Ау^,   Х^+Ау^,   и  пр. 

будутъ  корни  уравненія  \=.о,  и  потому  всякая  простая  симметричная 
функція  эгаихъ  корней 


(21) 


{а:^-^Ау^-\-{x^+Ау^-\-{x,+Ау^+  и  пр. 


можетъ  быть  выражена  раціональною  Функціею  коеФФИціентовь  урав- 
ненія  Ѵ=о,  т.  е.  раціональною  Функціеіо  произвольнаго  количества  А 
и  коеФФИЦіентовъ  даннаго  уравненія;  слѣдовательно  она  будетъ  вида 

(22)  К-^К'Ал-К  А-'-^-  и  пр. 

Но  расположивъ  по  степенямъ  А  выраженіе  (21),  имѣемъ 


и  пр 


н-  и  пр. 


гА+х^ГУІ 
+  ипр. 


-ь  и  т.  Д. +7, 
ч-  и  пр. 


А"- 


отсюда  видно,  что  выражёніе  (22)  должно  быть  степени  г  относитель- 
но А.  Сравнивая  коеФФИціенты  одинакихъ  степеней  А  въ  выраженіяхъ: 
(2і)  и  (22),  получаемъ 


^ 


93 

^17;;ч-а;5+^з-+-  и  пр.  =  Я 


И  проч.; 


^    \х\-^у\-\-х''-''у\л-х\--'г1-^  и  пр.)  ^  Я" 


отсюда  выводимы 


И  такъ  мы  въ  состояніи  опредѣлить  всякую  симметричную  Функцію  вида 
(23)  2(^^^<)==:г?7^+^^УЯ^^дІ+  и  пр., 

гдѣ  р-^р'—г,  а  г  люжетъ  быть  всякое  цѣлое  число. 
Помноживши  на  имѣемъ 

^[хР,уК)-^(^х\у\)—хР,^'^уР,-^'^'л-хР^^^  и  пр. 

'^-хі[уР;х\у%\-х\у''^хІу^:,+  и  п^.^^{х^[-^''уР^  -^''')л-Ъ'у,:,і[х\уѴі- 

Ф^нкціи:  2(^г^Гг')і  '{^-^Ч-^')  опредѣляюшся  по  изложенному 

способу;  посему  ить  послѣдняго  уравненія  опредѣлимъ  и  Функцію 

Ясно,  что,  поступая  шакъ  же,  какъ  и  въ  §  41,  віы  въ  сосаюяніи  бу- 
демъ  определить  значеніе  всякой  симзіетричной  функціи. 

Распросшранимъ  теперь  изложенный  способъ  для  вычисленія  симмеш- 
ричныхъ  Функцій  корней  уравненій  съ  двумя  неизвѣспшыми  на  какое 
нибудь  число  уравненій.  И  такъ  возмемъ  п  уравненій  съ  п  неизвѣст- 
ными  у,  2,... .и,  и  означимъ  соотвѣтсгавенныя  значенія  этихъ  ненз- 
вѣстныхь  опять  чрезъ 

Х,,г,,г,,...м^, 
и  т.  д. 


ГІоложимъ     р—л+Ау-\-В2'\-....-\-Ми,  и   всшавимъ     р — Ау — Вз — .... — Ми 

вмѣсто  X  въ  данныя  уравненія;  потомъ  исключизіъ  изъ  эшихъ  уравненій 
неизвѣсганыя  :  у,  2,....щ  огаъ  того  получимъ  уравненіе  по  р,  котораго 
корни  будушъ: 

Х!-^Ау^-\-Вг^-і-....+  Ми^,   л ^■+-А^\-л-Вг ^л-  ч-Мг/^,  н  пр., 

а  коеФФИціеншы  —  раціональныя  Функціи  произвольныхъ  количествь 
А,  В,....М,  и  коеффиціеншовъ  данныхъ  уравненіп.  Поэтому  всякая  сим- 
метричная Функція  .  ^ 

(24)  2(л:х+^7і+Бг,ч-....+Мг/,)'' 

также  можетъ  быть  выражена  раціональною  Функціею  I/  относитель- 
но произБольныхъ  количествъ :  А,  В,....М  и  коеФФИЦіентовъ  данныхъ 
уравнен іп. 

Расположивъ  I/  и  выраженіе  (24)  по  степенямъ  и  произведеніямъ  сте- 
пеней количествъ  А,  В,  —  М;  сравнивши  пошомъ  коеФФиціенгаы  подоб- 
ныхъ  членовъ,  мы  получим ь  уравненія  для  опредѣленія  симметричныхъ 
Функцій  вида 

(И)  / 

(25)  ЦхРу:2Г....иР  }, 

гдѣ  р'-ѵ-р"-{-р"'   •л-р^"'^=г,  а  г  можегаъ  быть  всякое  цѣлое  число. 

Чрезъ  умноженіе  Функцій  вида  (25)  получаются  уравненія  для  опредѣ- 
лентя  симметричныхъ  Функцій  вида 

(,«) 

2«Г?"....г.Р    ХДУГ'..-"^  Хи  пр.). 

Сл+довагаельно  мы  въ  состояніи  будемь  опредѣлить  значеніе  всякой  ра- 
ціональноГі  симметричной  Функціи. 

§  -^8.  Эти  изысканія  намъ  нужны  для  опредѣленія  степени  конечнаго 
уравненія,  происходящаго  отъ  исключенія  7г — 1  неизвѣсганыхъ  а:,  у, 
и,  изъ  п  уравненій, 

Предиоложнмь,  что  данныя  уравненія  полныя,  и  примемъ  на-время  и 
за  извѣстное  количество.  Возмемь  п — 1  данныхъ  уравненій,  и  произве- 
демъ  исключеніе  такимъ  образомъ,  чтобы  каждое  изъ  конечныхъ  ура- 
вненій  заключало  только  и  и  одно  изъ  прочихъ  неизвѣстныхъ :  а;,  у, 
2,.. Г;  такъ  чтобы  1-е  заключало  только  и  н  л,  2-е  —  только  и  н  у, 
3-е  только  и  и  2,  и  т.  д.;  наконецъ  послѣднее  только  и  н  I. 

Такъ  какъ  данныя  уравненія  полныя,  то  они  одинакихъ  степеней 
относительно  каждаго  изъ  непзвѣстныхъ   х,  у,  2,  I,    а  потому  всѣ 
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найденныя  конечныя  уравненія  должны  быть  одинакоа  степени.  Пусть 
показатель  общей  степени  этихъ  уравненій  есть  положпмъ,  что  они 
рѣшены,  и  что 

х^^х^,..,.^!^  суть  значенія  х 

:}'і^т^"---Уіл  г 

-^1,^8,   г 

и  га.  д., 
і^,...^^  і, 

означая  одинакиліи  значками  соотвѣгаственные  корни. 

Отъ  данныхъ  уравненін  у  насъ  осталось  только  одно ,  содержащее  всѣ 
неизвѣстныя  х,  у,  2,.,.і,  и.  Изобразимъ  его  чрезъ 

(26)  {х,  X,  иУ'=о, 

и  внеселіъ  въ  него  вмѣсто  х,  у,  послѣдовательно  группы  соогавЬт- 

сгавенныхъ  корней 

•^І?     У  I  ■!       2  ,[ 

X  а  Учу      2  } '  •  •  -г 

и  т,  д. 


(21) 


оть  того  получиѵгь  /л  уравненій: 

{'^^^,  Уі,    2  ^,....(^,11)"'— о 

и  т.  д. 

которымь  удовлетпоряюгаь  различный  значеніл  ?у.  СлЬдиваінелыі';  п  хлі  ліс- 
денію 

(28)    (>^г,Гх,^г,..л/)'^(^,,г,,г,  ....,ѵГ/^з,;-^,-.,..,,у",..(^  ,Г  ,г   ,..иГ  =  о 

^        М  ^ 

будутъ  удовлетворять  всѣ  значенія  у,  ^,....^,,  удовлен.воряющш  дан- 
нымъ  уравненппіъ,  и  наоборошъ.  Поэтому  уравненіе  (28)  можно  назвать 
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коиегпы.ііъ.  Первая  его  часть,  ошъ  перемѣны  одной  группы  соотвѣтсш- 
венныхъ  корней  (11)  на  другую,  не  изіѵіѣняегаъ  своего  значенія  и  вида,  и 
потому  она  можегаъ  быть  выражена  раціональною  Функціею  коеФФИціен- 
товъ  данныхъ  уравнеиій. 

Такъ  какъ  въ  уравненіи  (2б)  сумма  показателей  при  х,  у,  2,...1^и  въ 
въ  каждомъ  членѣ  не  болѣе  т,  то  сумма  показателей  при  , 
лГі,  22,.. ..^3,  и  и  въ  каждомъ  членѣ  уравненія  (28)  не  можетъ 
быть  болѣе  т}м. 

Ежели  уравненіе  (28)  заключаетъ  членъ 

Ки'^.хРу;2Р;\..,а:Ы'гГ  ^У/^-"-^ 

шо  оно  должно  заключать   всѣ  члены,  которые  выведутся  изъ  этого 

члена,  перемѣняя  значки:  1,  2,  3,  п  всѣми  возможными  образами;  слѣ- 

довательно  оно  будетъ  состоять  изъ  членовъ  вида 

(29)  я«'^2(^^^<^^;....4УіЧ^...лг;гѵ...), 

гдѣ  сумма  к-\-2)-\-р'+р  '-\-.  не  больше  т/ч. 

По  сказанному  въ  предъидущемъ  §,  симметричная  Функція 

(30)  2(^?7Р'.^;'....^^,И'4"....а:>Х'--) 

г*  г*  г* 

получится  изъ  уравнения,  происходящаго  отъ  перемноженія  простыхь 
симметричныхъ  Функцій 

(31)  2(^у;.р"...),  2(^ѵ^'4".. .)>..•.  ЩхЬѴ;'...), 

и  потому,  когда  эти  Функцти  будутъ  выражены  цѣлыми  раціональными 
Функціями  щ  тогда  степень  Функціи  (ЗО)  относительно  и  не  должна 
превосходить  степень  произведенія  Функцій  (Зі). 

Положивъ  1>г=х-\-Ау-\-Вг-\-.  внеся  ѵ — Ау — ,.,.Ъі^  вмѣсто  х  въ  п — 1 

данныхъ  уравненій,  нами  прежде  разсмашриваемыхъ,  и  исключивъ  по» 
томъ  2 ,...(,  мы  получимъ  конечное  уравненіе  по  р  и  м  степени  //  (потому 
что  р  взошло  во  всѣ  уравненія  такъ  же,  какъ  и  л").  Если  мы  изобразимъ 
его  чрезъ 


р'^+РрА'-^  .  ..-4-  Г=о, 
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гао  коеФФиціентъ  Р  не  выше  1-й  степени  ошносительна  и 

 д  —  —  2-й    - 

и  гл.  д. 

  г  

Симметричная  Функція  Щл^-^-^у■^^^-В2^-^-.,..^і^у^  какъ  видно  изъ  Фор- 
мулъ  (23)  §  37,  будетъ  степени  5  относительно  и,  а  поэтому  и  симме- 
тричная Функція  вида 

будетъ  также  степени  р+р'+р"+...=.з  относительно  и. 

Послѣ  этого  ясно,  что  показатель  произведенія  Функцій  (Зі)  или  по- 
казатель Функціи  (ЗО)  относительно  и  не  больше  суммы 

которая,  какъ  мы  уже  видѣли  не  больше  /лт — к.  Слѣдовашельно  показа- 
тель члена  (29)  относительно  и  не  больше  /лт,  а  потому  показатель 
степени  конечнаго  уравненія  есть  (лт. 

Мы  видѣли,  что  для  шрехъ  уравненій  степеней  л,  5,  т,  показатель  /л 
равенъ  произведенію  аЪ;  поэтому  степень  конечнаго   уравненія  будетъ 

Для  чешырехъ  уравненій  степеней  а,  5,  с,  тп,  показатель  (л^а5с,  и 
потому  степень  конечнаго  уравненія  будетъ  аЪст,  и  т.  д. 

Вообще,  есяи  мы  илітьежъ  п  уравнепій  степеней  а,  Ь,  с,.. .к,  1  с»  п 
ііеизвтъстныжіг.  то  по  исклюгеніи  встъхъ  этихь  неизвтьспшыхъ,  кро^птъ  одно- 
го,  М.Ы  полугимь  кои^^чое  уравнепіе  степени  не  выше  аЬс....кІ  относи- 
тельно оставшагосл  неизвѣстнаго.  Вогаъ  въ  чемъ  состоитъ  замѣчатель- 
ная  теорема  Безу, 

§  -^9,  Мы  предполагали,  что  данныя  уравненія  полныя;  но  сказанное 
справедливо  и  для  неполныхъ  уравненій.  Въ  самомъ  дѣлѣ  ,  если  даны 
какія  нибудь  уравненія  ,  то  можно  ихъ  замѣнить  на-время  уравне- 
ніями  полными  и  общими ,  и  найдти  по  изложенному  способу  общее 
выраженіе  конечнаго  уравненія  і/=о,  изъ  котораго  можно  будешь 
вывести  ,  какъ  частный  случай  ,  конечное  уравненіе  ,  соотвѣгасшву- 
ющее  даннымъ  уравненгямъ.  Для  этого  стоитъ  только  приписать 
часганыя  значенія  коеФФиціентамъ  общихъ  уравненій.    Ежели  данныя 
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уравненія  неполныя,  то  коеФФИціенты  общихъ  уравненій,  соошвѣтствую- 
щіе  недосшающимъ  членавіъ  ,  должно  полагать  нулями  ;  отъ  того  нѣ- 
когаорые  члены  II  уничтожатся,  а  остальные  будутъ  представлять 
первую  часть  конечнаго  уравненія,  и  степень  ихъ  не  выше  степени  V. 

Но  можетъ  случиться,  что  всѣ  члены  Ѵ  содержашъ  уничтожаемые 
коеффиціенгаы,  и  отъ  того  II  дѣлается  тожественно  нулемъ.  Чтобы 
ошъискать  въ  этомъ  случаѣ  конечное  уравненіе  ,  должно  поступать 
слѣдующимъ  образомъ:  сперва  должно  уничтожить  члены  Л,  содержащіе 
одинъ  изъ  коеФФИціентовъ  полагаемыхъ  нулями;  оставшіеся  члены  могутъ 
содержать  общимъ  множителемъ  одного  или  нѣсколько  уничтожаемыхъ 
кобффнціентовъ,  и  будучи  сокращены  на  эти  множители,  даютъ  новые 
члены,  съ  которыми  должно  поступать  по  предъидущему.  Ясно,  что, 
продолжая  поступать  такимъ  образомъ  далѣе,  мы  наконецъ  дойдемъ  до 
выраженія,  въ  которомъ  нѣкоторые  члены  не  будутъ  содержать  уни- 
чтожаемыхъ коеФФИціентовъ :  совокупность  эгаихъ  членовъ  будетъ 
представлять  первую  часть  искомаго  конечнаго  уравненія.  Впрочемъ 
можно  и  непосредственно  выводить  конечное  уравненіе. 
Поясни  мъ  сказанное  примѣрами. 

Примѣрз  I. 

Исключимъ ,  по  способу  изложенному  въ  §  45,  неизвѣстное  х  между 
двумя  урарненіями: 

Означивъ  чрезъ  а  и  Ъ  корни  перваго  уравненія,  вносимъ  ихъ  во  второе 
»мѢсгао  Д7,  и  составляемъ  уравненіе 

нощорое  приводится  къ  следующему 
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Такъ  какъ  а5=---и  а+о=  -;  шо  находимъ: 

А  А 

С*  ^вс''  Б'^  с 

А^  А""  А^  А 

ВС  ВС 

аЪ  'ч-а  Ч=аЪ(а-\-Ь)^  — а       =  =-5^  +  3  . 

А  А  А 

Отъ  гпого  уравненіе  (а)  обратится  въ  сдѣдующее 

Г/——   Д^'О  В'СП  2С'К    сд^    Бсдк   в'з   звсз  в^дз 

'"А'      А'!"  '^~Жр      АЧ'     А^Р^  ~  А^Р^  А^'^'А^Р^А^ 

ісдз    сп^     впз  5= 


АР'      АР^      АР^  Р 

Приведя  всѣ  члены  къ  одному  знаменателю,  и  освободивъ  ошъ  него  все 
уравненіе,  имѣемъ 

(^з)  С р^-^вс рд-^в *  СРП— 2  АС' рк+Асд^—Авсоп^в '  рз+авсрз 

+ =д5— 2  А '  СОЗ-^гА » СК'-^А  -"ВКЗ-^А  '3'=о. 

Коеффиціеншы  Р  п  А  могушъ  бьтшь  или  постоянныя  количества,  или 
Функціи  Первый  случай  представляется,  когда  данныя  уравненія 
полны  я. 

Ежели   второе  изъ  данныхъ  уравненій  2-й  степени  относительно 
гао  для  полученія  конечнаго  уравненія ,   стоить  только    въ  уравненіи 
(]3}  положить  Р=о,  и  сократить  остальное  на  А\  отъ  того  конечное 
уравненіе  будетъ 

С«д»— БС^Л-^-5^^5-2^'С^5-^СЛу4— ^БЛ5ч-Л»5«=о, 

и  если  Л=^=1,  то  оно  обратится  въ  слѣдующее 

С'ВСК-^В■'8'-1С8-\-СВ.'БК8+8'^=о 


{С^Зу^^[В8—СК)[В^І{)=о. 
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Примѣръ  II. 


Чтобы  исключить  х  изъ  уравненій : 

должно  въ  уравненіи  (^3)  предъидущаго  примѣра  положить:  0=о, 
Л= — 3,  '^с::!,  -4=/ — 1,  В=±,  С= — 2,  и  конечное  уравненіе  будегаъ 

87'-н20/— 16=0. 
Примѣръ  III. 

Возмемъ  еще  уравненія : 

л?' — ^'-ьЗ=о 

Положивъ  въ  ур.  (/3)  Р=у,  К= — (^' — З^— і),  '^=7,  ^=1,  В=о 
С= — ^*ч-3,  первая  часть  конечного  уравненія  обратится  въ  постоян- 
ное количество  3;  слѣдовательно  конечнаго  уравненія  не  имѣется.  Это 
показываешъ,  что  данныя  уравненія  не  могутъ  существовать  вмѣстѣ. 

§  50,  Хотя  изложенный  способъ  исключения  вполнѣ  удовлетворяетъ 
шеоріи;  но  въ  приложеніи  бываетъ  затру днителенъ  ,  по  причинѣ  огром- 
ныхъ  умноженій  ,  которыя  должно  совершать  надъ  коеФФиціентамм 
степеней  исключаемаго  неизвѣстнаго.  Поэтому  предпочигааютъ  способъ, 
основанный  на  нахождении  общаго  большаго  дѣлигаеля. 

Пусть  будутъ  даны  два  уравненія 

Г(^х,у)=о  и  ф{х,х)=о 

съ  двумя  неизвѣстными  х  и  у.  Прежде,  нежели  приступимъ  къ  изложе- 
нію  новаго  способа  исключенія  ,  замЬнимъ  Функціи :  Р(^х,у)у  Ф[хУ)  про- 
стѣйшими. 

Расположивъ  гау  и  другую  Функцію  по  степенямъ  у,  возмемъ  спер- 
ва одну  и  станемъ  искать  общаго  большаго  дѣлителя  коеффиціентовъ 
степеней  х »  потомь  сдѣлаемъ  тоже  самое  съ  другою  Функціею  :  эти 
дѣлишели  будутъ  вообще  Функціи  х.  Послѣ  того,  расположивъ  данныя 
Функціи  по  степенямъ  х,  станемъ  искать,  въ  каждой  отдѣльно,  об- 
щаго  большаго  дѣлишеля  коеффиціеншовъ  степеней  х :   эти  дѣлители 
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будушъ  вообще  Функціи  у.  Означимъ  дѣлишели  перваго  рода  чрезъ  X 
(для  п  X'  {  для  ф{х,у )),  а  дѣлители  вгаораго  рода  чрезъ  У  (для 

и  X'  (для  и  съищемъ  часшныя  : 

"ХУ"  '  Х'.Г^^* 

отъ  того  имѣемъ : 

Р(л,у)=Х.Г.Ѵ 
ф{а:,у)=Х'.Г.1Г. 

Такимъ  образомъ  каждая  изъ  Функцій  :  Щх,У)  и  ф{х,у)  разлагается 
на  шри  множителя,  изъ  которыхъ  первый  есшь  вообще  цѣлая  Функція 
X,  второй  вообще  цѣлая  Функція  у,  а  трегаій  цѣлая  Функція  х  ѵі  у. 

Функціи  X  п  X'  могутъ  имѣть  общимъ  большимъ  дѣлигаелемъ  Функ- 
цію  X ;  Функціи  У  VI  У  могутъ  имѣшь  общимъ  большимъ  дѣлигаелелгь 
функцію  у\  наконецъ  общій  большой  дѣлитель  Функцій  II  п  Ѵ  можетъ 
быть  Функціею  х  п  у.  Означимъ  этихъ  дѣлишелей  соошвѣшственно 
чрезъ  Ѵх,Ву^,Охууі  и  съищемъ  частныя: 

X  У  V 

В=^^^  ВГ^''  ^,У^^ 

тогда  данныя  уравненія  преобразятся  въ  слѣдующія  : 
Р{x,у)—Т>x,Т>у.'^ос,у.^,x.^у.А=^ 

Ф{х,г)—Вх.Ву.  Т>а:,у.(^х.О[у.  В=0. 

Эгаимъ  уравненіямъ,  во-первыхъ,  могутъ  удовлетворять  корни  уравненій: 

Вх  —  О,  Т>у—0,   Вхуу  —  О. 

Значенія  х,  выведенныя  изъ  уравненія  Вх^о,  удовлешворяюшъ  данныдіъ 
при  всякомъ  значеніи  у;  потому  что  Вх  не  содержитъ  этого  неизвЬсга- 
наго.  Равнымъ  образомъ  значенія  у  уравненія  Ву=о  будушъ  удовлетво- 
рять даннымъ  при  всякомъ  значеніи  х.  Наконецъ  уравнепіе  Вх,у=о  не- 
опредѣленное,  га.  е.  удовлетворяется  безчисленнымъ  множествомъ  значе- 
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ній  хну.  и  такъ  данныя  уравненія  Г(х,уУ=о  и  ф(х,у)=о  тогда 
только  могушъ  имѣть  опредѣленное  число  сисшемъ  соотвѣшственныхъ 
корней,  когда  общій  большой  дѣлишель  Функцій :  Г(^Х,у)  и  ф{х,у)  не  со- 
держигаъ  ни  х  ни  у,  т.  е.  когда  онъ  постоянное  количество. 

Данныя  уравненія  могугаъ  быть  еще  удовлетворены  значеніями  хну, 
уничтожающими  въ  одно  время  одного  изъ  множителей  :  Ох,  ^у,  А  и 
одного  изъ  множителей  :  ^'л7 ,  ^ ^ ,  В. 

Уравненія  Ох=о  и  (Ух=о  не  зіогутъ  существовать  вмѣстѣ:  ихъ  пер- 
выя  части  не  имѣюгаъ  общимъ  дѣлигаелемъ  Функцію  х  ,  и  потому  не 
могушъ  уничтожаться  для  одного  и  того  же  значенія  х.  По  шой-же 
причинѣ  ,  нельзя  положить  вмѣсгаѣ  Оу=^о  и  О'у=о.  Прочіе  случаи  воз- 
можны, и  даюшъ  уравненія,  содержащія  по  одному  только  неизвѣсшно- 
і\іу,  и  потому  не  шребующія  исключения.  Но  положивъ 

А=о  и  В=о  , 

мы  имѣемъ  два  уравненія  ,  изъ  кошорыхъ  каждое  заключаегаъ  оба  неиз- 
вѣсшныя  хну.  Для  исключенія  одного  изъ  эшихъ  неизвѣстныхъ ,  мож- 
но пользоваться  способомъ  уже  извѣсшнымъ  ;  но  здѣсь  иімѣешъ  преиму- 
щество способъ  основанный  на  нахожденіи  общаго  наибольшаго  дѣлителя. 

Въ  эшомъ  способѣ  всшрѣчаются  два  случая,  кошорыя  мы  разсмотримъ 
ошдѣльно  : 

і)  Расположимъ  А  н  В  по  степенямъ  х  ,  и  сшанемъ  искать  общаго 
большаго  дѣлишеля,  не  подвергая  послѣдовашельные  остатки  ни  какимъ 
измѣненіямъ.  Первый  случай  сосшоитъ  въ  гаомъ  ,  что  при  каждомъ  ча- 
сганомъ  дѣленіи  коеФФИціеншъ  перваго  члена  дѣлимаго  дѣлишся  нацѣло 
на  косФФиціеншъ  перваго  члена  дѣлигаеля. 

Положить  ,  что  степень  А  относительно  х  ,  не  меньше  степени  В, 
которую  означиімъ  чрезъ  гг  ;  тогда  должно  дѣлпгаь  А  на  В  ;  означимъ 
частное,  которое  будешъ  цѣлая  Функція  у  чрезъ  ^I,  а  чрезь  — оста- 
іпокъ,  когпораго  степень  относительно  х  по  крайней  мѣрѣ  единицею 
меньше  71.  Д^леніе  5  на  Л  дасшъ  въ  частномъ  какую-то  цѣлую  Функ- 
цію  у,  которую  означимъ  чрезъ  ^2,  и  осшагаокъ  Л.^,  котораго  степень 
относительно  х  меньше  ?і — 1.  Продолжая  шакимъ  образомъ  далѣе,  мьі 
дойдемъ  до  остатка  Нр,  не  содержащаго  х.  Пусть  ,^г 
душъ  часшныя,  соотвЬгасшвующія  осшашкамь  Л  Л  2,...Л^_і,  Л^.  Осно- 
вываясь на  свойсшвѣ  ,  что  дтьлимое  равно  произведенію  дгьлитслл  на 
гастное  смжепполіу-^і  остатколіЪу  віы  имѣемъ  равенства  : 

А=В,0^+П,,  Б=Л,.д,-+-Л„  и  т.  д.  Лр_,=:Л^  ..д^+л^,. 


т 


Первое  равенство  показываегаъ  ,  что  всѣ  значенія  х  и  у,  уничтожаю- 
щія  АпВ,  должны  уничтожить  и  Л  і ,  и  на  оборотъ:  всѣ  значенія  ^  и 
уничтожающія  В  п  К^^  должны  уничтожать  А.     Слѣдовательно  корни 
уравненій  ^=о  и  Л=о  совершенно  тѣ  же ,  что  и  корни  уравненій  В=о 
и  Лі=о. 

Изъ  равенства  ^В=Л^.^2-ь/^а  видно,  что  корни  уравненій  Лг=ои  Л^=о 
тѣ  же,  что  и  корни  уравненій  Л^— о  и  Л  о  ;  поэтому  уравненія 
А— о  п  В=о  зюжно  заменишь  уравненіяни  Л^~о  и  Л^— о. 

Продолжая  эти  разсмошрѣнія  далѣе,  заключаеліъ  наконецъ  ,  что  всѣ 
корни  уравненій  А=о  и  В=о  должны  удовлетворять  уравненіямъ 
В^)-і=Ь  и  Л^^— о,  и  обратно.  Но  уравненіе  Яр— о  содержитъ  только  ^  ,' 
поэтому  оно  можегаъ  быть  принято  за  конетое  уравненіе. 

2)  Ежели  при  нахожденіи  общаго  оольшаго  дѣлителя  Функцій  АпВ, 
вь  нѣкошорыхъ  частныхъ  дѣленіяхъ  коеФФиціентъ  перваго  члена  дѣли- 
маго  не  дѣлится  нацЬло  на  коеффиціенгаъ  перваго  члена  дѣлителя  ; 
тогда  частное  будетъ  дробная  функція  у.  Положимъ,  что  это  случи- 
лось съ  остатками  И^^^  и  Лд_^,  и  что 

л«_,=/^«_,.д«+/'^«: 

тогда  нѣкогаорыя  значенія  хпу,  уничтожающія  ^^—з  и  Лк_і,  могутъ 
обратить  вь  нуль  знаменателя  часшнаго  ^^ ;  отъ  гаого  пронзведеніе 
Л^,_^.^,^  представится  вь  видѣ  и  остатокъ  — Як-1-^к  люжетъ 
не  обращаться  вь  нуль.  Равнымъ  образомъ  нѣкоторыя  значенія  а:  п  у, 
уничгаожающія  Л,,  и  Лл;_^,  могугаъ  обратить  въ  нуль  знаменателя 
ошъ  чего  Л^ц _5=Л^_^ будешь  вида  7,  и  можешь  не  обращаться  въ 
нуль. 

Это  обстоятельство  зіы  можемь  устранишь,  помноживши  Л^._,  на  V, 
— '  такую  Функцію  у^  чтобы  частное  ошъ  раздЬленія  Л^_2-  ^  на 
Л,._і  было  цѣлая  Функція  у;  тогда  будем ь  имЬшь  равенство 

изъ  кошораго  видно,  что  значенія  хну,  удовлетворяющая  уравненіямь 
Л«_2=:о  и  Л^_^-=:о,  должны  уничшожать  Л^  ,  а  значенія  х  п  у  ,  удов- 
летворяющая уравненіямь  Л^_і— о  и  Л^,  должны  уничтожать  произве- 
деніе  Лй;_г.  У.  Но  это  произведеніс  можешь  быть  нулемъ,  когда  толь- 
ко У^о,  между  шѣмъ  какъ  Л,р_2  не  =о  ;  въ  шакомъ  случаѣ  уравнения 
Л„_і=о  и  Л„— о  будушъ  имѣшь    корни,  не  принадлежащіе  уравненію 


ш 

Положимъ  теперь,  что  мы  умножили  дѣлимыя:  Л,,В,,Кі,К2,...К^,_, 
соошвѣтственно  на  У^,'У'^,,..Ур,  для  того,  чтобы  часшныя  ^x,^а^•••^р 
^ыли  цѣлыя  Функціи  у;  тогда  мы  будемъ  имѣгаь  равенства: 

А  У^==В.^,+п^,В.^^^п^.^^-\-п^,  и  га.  д.  пр_^.Ур=^\р^^.^р^\^пр. 

Из-ь  этихъ  равенствъ  и  изъ  сдѣланнаго  замѣчанія  слѣдуегаъ ,  чшо 
уравненія  Л^_і=о  и  Вр^о  ,  кромѣ  корней  уравненій  Л=;0  и  В— о,  бу- 
дугаъ  также  содержать  корни  уравненін 

Г,^о,  1\=о,.„Гр^о, 

% 

не  удовлетворяющія  уравненіямъ  А=о  и  Б-=о.  Слѣдовательно  въ  этомъ 
случаѣ  Рір-=о  не  есть  истинное  конечное  уравненіе.  Однакожъ  можно  имъ 
пользоваться  какъ  конечнымъ,  только  съ  условіемъ:  отбросить  шѣ  зна- 
ченія  хну,  которыя  не  принадлежать  уравненіямъ  А=о  и  В— о. 

Такъ  какъ  А  ѵі  В  пе  имѣютъ  общаго  дѣлителя  ,  то  послѣдній  оеша-  . 
шокъ  не  можегаъ  быть  тожественно  нулемъ.  Но  въ  нѣкошорыхъ  случа- 
яхъ  онъ  можетъ  быть  постояннымъ  количествомъ,  и  тогда  его  нельзя 
приравнять  нулю;  слѣдовательно  уравненія  А=.о  и  В=о  не  будушъ 
имѣть  конечнаго  уравненія,  а  потому  не  могу тъ  существовать  вмѣсгаѣ. 

Приложимъ  эту  теорію  къ  примѣрамъ. 

Примѣръ  і. 

^^усть  даны  уравненія : 

А:=Х '  — З/Х '  -«-(Зх  * — у+іУз: — [у  *  —у  '  4-2;^  )=го 

для  исключенія  изъ  нихъ  л. 

Раздѣливъ  А  на      въ  частномъ  мы  получимъ  ^^=а:—у,  а  въ  остаткѣ 
X — 2у.  Раздѣливъ  потомъ  В  на  Л^,  частное  будетъ  а  ос» 

піашокъ  Л  2=7'' — цѣлая  Функція  /  ,  не  содержащая  х.  Следовательно 
конечное  уравненіе  будетъ 

и  даетъ  для  у  два  корня:  і  и  0.  Внеся  ихъ  въ  остатокъ  Лі=дг — 2г=о 
для  опредѣленія  л^,  получимъ  х=1  и  х=-о,  И  такъ  соответственные 
корни  данныхъ  уравненій  суть:  (^1=1,  ДГі^г),  (7а=о,  дГз-=о). 


Пршпѣръ  П. 

Исключимъ  X  изъ  уравненій 

Сдѣлавши  опрощенія,  показанныя  въ  началѣ  эгаого  §,  получимъ 

Е{Х  у)=у[х—іХх+у)у{х  ^  — 7  «  )=0 

откуда  видно,  что  Е{х^у)  и  ф{оС,у)  имѣютъ  общаго  дѣлителя 

г{х—±){х-^у)  , 

и  потому  данныя  уравненія  неопредѣленныя. 

Освободивъ  ихъ  оть  этого  дѣлителя  ,  получнмъ  опредѣленныя  урав- 
ненія: 

^^.А=у[x^-у^)=о, 

(^^.В={х+і)[(Іу+3)х''-у]=о, 
которыя  удовлетворяются  положеніями  : 

^^':^=л;-М=о  '^^В={у-^з)х''—у=о'^ІА=л'^у^=о  в=0'+з>'— г=о. 

V  положеніе  даетъ  [х— — і,у=:о);  2^  (х=о,у=оУ,  (л:= — 1,  ^•=н-ѵ'--1) 
и  (л:= — 1,  у— — V — і).  Чтобы  рѣшить  четвертую  систему  уравненій  : 
А—о^  В^о,  исключимъ  изъ  нихъ  Х- 

Такъ  какъ  первый  членъ  А  не  дѣлигася  нацѣло  на  В  ,  то  умножимъ 
А  на  У,=/ч-з,  и  раздѣлнмъ  произведеніе  АѴ^  на  В  ;  частное  будетъ 
^^^т=x,  а  остатокъ 

П,-=ух—у'{у+5). 

Первый  членъ  В  не  дѣлится  нацѣло  на  первый  членъ  ;  но  помно- 
живши В  на  У^-=.у  ,  и  раздѣливъ  произведеніе  ВУ ^  на  Л,  ,  получимъ  въ 
частномъ  цѣлую  Функцію  ^8=(7+3)л:+(^^-3^'^К  и  остатокъ 

П,^у'{у+зУ—у"'=о.  .  . 

Мы  ввели  въ  продолженіи  дЬйствія  два  множителя  К^=^^ч-3  и  У^-=.у, 
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кошорыхъ  корни  сушь  у= — 3  и  7=0  ;  но  изъ  нихъ  только  второй 
удовлетворяешь  уравненію  1{,^—о,  и  будучи  внесенъ  въ  уравненія  Л=о  и 
В=о  ,  превращаегаъ  ихъ  въ  л'^=о  и  а;''-=о,  который  содержать  два  об- 
щихъ  корня  х—0.  Слѣдовательно  уравненіе  Л  3=0  пе  шіѣетъ  лишнихъ 
корней,  и  потому  оно  есть  истинное  конечное  уравненіе. 

Примѣръ  III. 

Возьмемъ  еще  уравненія 

Чтобы  частное  отъ  раздѣленія  ^  на  В  было  цѣлое ,  помножимъ  А  на 
^^—(^у — ±у^  тогда  въ  осгааткѣ  получимъ 

Помноживши  в  на  Ѵ^={^^'' — З/ч-З),  дѣлимъ  произведеніе  ВѴ^  на  Л,, 
осгаашокъ  будетъ 

Л2=у'— Ю/^ч-З!/"*— 647'-і-527— 16=0. 

Легко  увѣришься,  что  корни  множителя  — 5/+3)'=о  не  удовле- 

шворяюшъ  уравненію  Л2-=о.  Но  оно  удовлешворяешся  корнями  множи- 
теля У^-=(^^г—.±уг=о.  Чтобы  узнать,  будугаъ  ли  эти  корни  принадле- 
жать уравненіямъ  и  В=о ,  положимъ  въ  этихъ  уравненіяхъ  у=і  ; 
отъ  того  они  обратятся  въ  слѣдуюгція: 

лг^ — 3-4-1=0  , 

X — 2==:0  , 

которыя  не  имѣюшъ  общаго  множителя.  Слѣдовашельно  уравненіе  Л,=о 
содержишь  два  гіосшороннихъ  корня  /=1,  и  будучи  освобождено  отъ 
нихъ  (  чрезъ  раздѣленіе  Л^  на  (7 — і)^)  ,  даешъ  истинное  конечное  урав- 
неніе 

у5  '-1-207—10=0  , 

которое  мы  уже  нашли  по  первому  способу  исключенія. 

§  61*  Должно  сдѣлашь  нѣкошорыя  замѣчанія  касательно  изложеннаго 
способа  исключен! я. 

1)  Въ  продолженіи  дѣйствія  можно  поступать  съ  остатками  Л,,  Л^, 


т 

Лз,....К/,_і  гпакъ,  какъ  імы  поступали  вначалѣ  оъ  Функціями  ^[х,у)  и 
ф[х.у'),  ш.  е.  каждый  новый  осгаатокъ  можно  освобождать  отъ  множи* 
шелей,  содержащихъ  только  х  или  только  у.  Чрезъ  то  дѣйствіе  дѣ- 
лаегася  проще.  Но  опускаемые  множители  могутъ  унести  съ  собою  нѣ- 
которые  корни  уравненій  А— о  и  В=^0',  тогда  должно  отънскать  эти 
корни  и  присоединить  ихъ  къ  корнямъ  уравненія  Вр=о. 

2)  Чтобы  получить  полиномы  А  п  В\  неимѣющіе  общихъ  множите- 

лей,  должно  искать  общаго  большаго  дѣлителя  между  ■  -         =    17  и 
с/'.  Положимъ,  что  при  этомъ  дѣйствіи  получились  остат- 

^Х . 

ки:  Л'ѵ.)--"^^Ѵ-5>   ^Ѵ— 8»  ^  І^Я-    Ежели  Я'д=.о,  то 

будетъ    общій    наибольшій     дѣлитель    Функцій    17  и  ІГ,   а.  потому 

V  ѵ 

— ;  ■=:А  и  — ;  =^В.   Но  легко  увѣриться  ,    что  нѣкоторые  корни 

ЛѴ/_, 


уравненій  А-=о  и  В— о  должны  удовлетворять  уравненіямь 
Л,. 


=0,  а  другіе  множителямъ,  на  которые  мы  сокращали  остатки 

Лі,...,  Л^_2,  Р^р-і\  слѣдовательно  уравненія  А=-о  и  Вг=:о  можно  замѣ- 
Л'^_з  Я'у_^ 

нить  уравненіями  -—  =:о  и  —  =о,    только  съ  условіемъ:  приоа- 

Л 

внгаь  къ  корнямъ  этихъ  уравненій  корни  опускаемыхъ  множителей,  и 
отбросить  корни,  не  принадлежащіе  уравненіямъ  А~о  и  В=о. 

3)  Когда  данныя  уравненія  опредѣленныя  и  совяігъстны/г ,  то  послѣдній 
остагаокъ  Яр ,  представлягощій  первую  часть  конечнаго  уравненія,  бу- 
детъ всегда  цѣлая  Функція  у.  Предъидущій  остатокъ  Л^_,,  или  послѣд- 
ній  дѣлитель  содержишь  х;  но  степень  его  относительно  этого  неиз- 
вѣстнаго  вообще  ниже  степени  данныхъ  уравненіп.  А  потому,  для  по- 
лученія  конечнаго  уравненія  по  х,  л  добнѣе  исключать  у  изъ  уравненін 
Яр=о  и  Я.р__^-=.о,  нежели  изь  данныхъ. 

4)  Чтобы  определить  соошвѣтственныя  значенія  х  и  у,  должно  кор- 
ни уравненія  Яр— о  внести  поел ѣдова тел ьно  вмѣспю  у  въ  уравненіе 
Л^,_і=о;  чрезъ  то  мы  получимъ  столько  уравненій  по  х,  сколько 
этихъ  корней,  и  въ  состоя ніи  будемъ  опредѣлить  значенія  л.  Ежели  по- 
слѣдовательные  остатки  не  были  подвергаемы  сокращеніямъ,  то  найден- 
ныя  значенія  х  будутъ  всЪ  тѣ,  которыя  удовлетворяюгаъ  уравненіямъ 
А=іо  и  В=о. 

Уравненіе  Яр_^~о  можетъ  быть  выше  первой  степени  относительно 

а* 


т 


Х\  поэтому  кажется,  чшо  въ  такомъ  случаѣ,  каждому  значенііо  у  бу- 
детъ  соотвѣтствовать  необходимо  нѣсколько  значеній  х.  Но  эшо  не- 
всегда справедливо;  потому  что  взятое  значеніе  у  можешь  уничто- 
жить въ  уравненіи  Л^_і  =  о  нѣсколько  первыхъ  членовъ,  отъ  чего  сте- 
пень уравненія  Л^_і-=о  понизится,  и  число  значеній  х  будешъ  меньше. 

Если  какое-либо  значеніе  у—?  уничтожаегаъ  всѣ  члены  уравненіа 
Лр_і=о,  то  это  значитъ,  что  Ъ.^  ^  имѣетъ  множишелемъ  у — ^^3,  и  по- 
тому выгоднѣе,  прежде  изъисканія  значеній  освободить  огаъ 
всѣхъ  множителей ,  независимыхъ  отъ  ІІоложимъ,  чшо  произведеніе 
всѣхъ  эшихъ  множителей  есть  ф  (^^),  и  что 

Вставивши  сюда  ^5  вмѣсто  у,  первые  коеФФИціенты  а,  Ь,  с,..,,  опять 
могушъ  уничтожаться.  Но  не  возможно,  чтобы  они  уничтожились  всЬ; 
потому  что  тогда  они   имѣли   бы  / — общимъ  множителемъ.  Когда 

а,Ъ,с^..,к  уничтожаются,  а?  нѣтъ;  гао  — ^  не  можешъ    быть  нулемъ,  и 
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13  не  будешъ  соотвѣшсгавовать  никакому  значенію  х.  ЕсѵШ  же  это 
обстоятельство  встрѣтишся,  когда  последовательные  остатки  были 
подвергаемы  сокращеніямъ;  то  значенію  у=-^  можешъ  соответствовать 
какое-либо  значеніе  х,  уничтожающее  одинь  изъ  предъидущихь  осшаш- 
ковъ,   или  одинъ  изъ  множителей,  на  которые  мы  сокращали  остатки. 

§  Изъ  эшихъ  замѣчаній  видно,  что  способъ  исключенія  неизвѣсш- 
ныхъ  чрезъ  нахожденіе  общаго  наибольшаго  дѣлишеля  имѣешъ  свои 
невыгоды,  при  изьисканіи  нстинныхъ  значеній  неизвѣсшныхъ.  Но 
кромѣ  изложенныхъ  нами  двухъ  способовъ,  есть  еще  другіе,  которые 
удобно  прилагаются  къ  часганымъ  случаямъ.  Важнѣйшіе  изъ  нихъ  суть 
слѣдующіе  : 

X)  Когда  одно  изъ  данныхъ  уравненій  Р(х,у)=о  и  ф[х,у)^о  разре- 
шается раціональнымъ  или  радикальнымъ  образомъ  относительно  х,  то 
внеся  въ  другое  вмѣсшо  х  радикальную  Функцію  у,  его  изображающую, 
мы  получимъ  уравненіе,  содержаіцее  только Если  это  уравненіе  ирра- 
ціональное  ,  то  иногда  легче  преобразовать  его  въ  раціональное  ,  нежели 
исключить  X  изъ  данныхъ  уравненій. 

2)  Положимъ,  что  данныя  уравнения  одинакой  степени  относительно 
Ху  и  оба  содержашъ  членъ,  независимый  ошъ  х.  Изобразнмъ  ихъ  чрезъ 

(а)  аx''+Ьx'~'^-\-.•^^-^сx-\-сі=^о 


Помноживши  первое  на  а,  а  второе  на  а,  и  вычшя  одно  изъ  другаго,  мы 
получимъ  уравненіе 

степени  п—і  относительно  х.  Помноживши  потомъ  уравиеніс  (а)  на 
сі',  а  уравненіе  (^3}  на  с?,  вычтя  одно  изъ  другаго,  и  освободивъ  разность 
огаъ  множителя       мы  находимъ  уравненіе 

(а)  (а(і'—асІ)х''-^+....-^{са—с(І)=о. 

Такимъ  образомъ  уравненія  (а)  и  03)  замѣнились  двумя  уравненіямн  сте- 
пени п — 1  относительно  х. 

Ежели  вмѣсто  ур.  (,/3),  мы  имѣемъ  уравненіе  низшей  степени,  на  пр.  ур. 

то  по  предъидущему  получимъ  уравненіе  (5)  степени  п — 1.  Помноживши 
ур.  (іЗ)на  о^~^\  мы  будемъ  имѣть  уравненіе  степени  /г,  съ  которымъ 
поступаемъ  такъ  какъ  съ  (^3),  и  получаемъ  ур.  (у)  также  степени  п — 1. 

Поступая  съ  уравненіями  (^)  и  (§)  такъ  же  какъ  и  съ  данными,  мы 
получиліъ  два  уравненія  степени  п — 2  относительно  х.  Продолжая  это 
дѣйсгавіе  далѣе,  мы  дойдсмъ  до  двухъ  уравненій  І-й  степени  относитель- 
но Л",  которыя  наконец ь  даюшъ  одно  уравненіе  только  по  у, 

%  йЗ.  Подожимъ,  что  дано  п  уравненій 

{а)  Ѵ,=о,  г/,=:о,  Ѵ^=о,....Ѵ^^о 

съ  т  неизвѣстнылти  у,  2,...л>.  Въ  §  45  ліы  разобрали  случай,  когда 
7ь=^т\  разсімоіпримъ  теперь  случаи  7?>//г  и  л<пг. 

і)  Гѵогдч  7?>,'/г,  тогда  для  опредѣлеиія  х,  у,  г^,.,л',  достаточно  взяшь 
т  уравнсній : 

Изъ  них ь  по  способу,  излолсенно:\іу  въ  §  45,  ліы  выведемъ  уравненія,  содер- 
ЛчмщЬі  только  по  одио^іу  неизвЬсшному.  Пусть  эти  конечный  уравненія 
будуть 

(г»)  Х^о,  Г=о,  2=0,. ...Ѵ=о; 

они  опрсдѣляпть  нѣсколько  группъ  соотвѣтспівенныхъ  значеній  ху,2,..и, 
коніорыя    означимъ  опяиіь   чрезь   {х^,  у^,  гі,....і>,),  (х..,  у,^^  г^у..,и^)у 
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(^з,  у^,  Гз,..Рз)  н  пр.  Внося  повлѣдовательно  эти  группы  вмѣсгао  х,  у,  г, ..с 
въ  оставшіяся  п — т  уравненін  : 

V  ,   —о,  V   ,  ^=о,....Ѵ  —о, 
МЫ  получим'ь  нѣсколько  системъ  уравненія 

и  га.  д. 

Изъ  кошорыхъ,  чрезъ  перемноженіе,  сосшавляемъ  уравненія 

М  ^/"„„....=0,  Е/-',„^..  Г'„.^,...=<,,...,Е/',,  !7"„...=о. 

Первыя  части  послѣднихъ  уравненій  симметричны  относительно  всѣхъ 
корней  каячдаго  нзъ  уравненін  (/5),  а  потому  онѣ  могутъ  быть  выражены 
раціональнылін  Функцілми  коеФФИціентовъ  эгаихъ  уравненій  Но  какъ  эти 
коеФФиціенты  суть  раціональныя  Функціи  коеФФиціентовъ  данныхъ 
уравненій;  то  уравнеиія  (б,-)  не  будутъ  содержать  никакихъ  неизвѣст- 
ныхъ  количествъ/  Слѣдовательно  они  будутъ  представлять  условія  , 
которимъ  должны  удовлетворять  коеФФиціенты  данныхъ  уравненій, 
чтобы  эти  уравненія  могли  существовать  вліѣстѣ. 

2)  Если  же  т — число  неизвѣстныхъ  болѣе  п — числа  уравненій;  то 
нельзя  получить  уравненій  (/><).  Но,  приписавъ  т — п  непзвѣстнымъ  со- 
вершенно произвольныя  часшныя  значенія,  и  поступая  по  §  45,  мы  по" 
лучимъ  п  уравненій  для  опредѣленія  осгаальныхъ  ть  неизвѣстныхъ.  Зна- 
чения послѣднихъ  будушъ  измѣняться  съ  изліѣненіемъ  значеній,  приписы- 
ваеліыхъ  первымъ  т — п  неизвѣстныліъ,  а  потому  каждое  изъ  т  неиз- 
вѣсганыхъ  можетъ  нмѣніь  безчислснное  множество  значеній.  И  шакъ  въ 
эгаомъ  случаѣ  данныя  уравнения  неопредіъленныя.  Ихъ  всегда  можно,  по 
§  45,  замѣнить  другими  п  неопредѣленными  уравненіями,  изъ  кошорыхъ 
кая«дое  будешъ  содержать  т — неизвѣсшныхъ. 

О  лрсобразованіа  прраціочалътшхъ  уравленІй  въ раціоналъныя. 

Ъ  Й-^.  Первая  часть  всякаго  алгеораическаго  уравненія,  сосшавленнаго 
изъ  вопроса,  заключаюш.аго  /г  неизвѣсганыхъ:  лт^,  х^^  х^,....Хпл  предста- 
вляется въ  видѣ  лрраціональной  или,  лучше  сказать,  раЪакальпой  (») 
функціи  порядка  іх,  которую  мы  условились  изображать  чрезъ 


(*)  Г.  Оотроградскій  раздіі.іяеіпъ  ирраціоиалыіыя  Функцін  па:  собсіпвсапо  іірраі':^- 


П'  П'г 

гдЬ       г",  ,р\  р'  означаютъ  радикальные  Функціи  порядковъ  не  выше 

/л — 1,  а  лг',  тг",....  первоначальныа  числа.  Мы  обѣщали  въ  §  3  преобразо- 
вать эту  Функцію  въ  рацюнальную;  н  такъ  займемся  эшимъ  ііреобра- 
зованіемъ. 

§  5і>.  Прежде  всего  замѣшиіѵіъ,  что  Функцію  ѵ  можно  всегда  при- 
вести въ  такое  состояніе  ,  что  числитель  и  знаменатель  ея  не  будутъ 
содержать  никакихъ  дробныхъ  Функцтй. 

Положимъ,  что 

(1)  г  =—,...    р  =  —, 

П'  п" 

тогда  рідикалы  Ѵр' у  Ѵр" у,.,  могутъ  быть  замѣнены  дробяліи 


п' 

Ѵ<у" 

~~пі  ' 

ІѴІ 

ѵ7~ 

ѵ7~ 

Ясно,  что  приведя  къ  одному  знаменателю  всѣ  члены  числителя  Функ- 
ціи  V,  этогаъ  числитель  приметъ  видъ  — ^  ,  гдѣ  5  и  Т  не  будуть  со- 
держать дробныхъ  радикальныхъ  Функцій  порядка  — 1.  Тоже  можно 
сдѣлать  съ  знамснателемъ  Функціи  ѵ;  означнвъ  его  чрезъ        >  имѣезіъ: 

_  5    5'     5  7'' 

гдѣ  5Т'  и  5'Тне  заключаюшъ  дробныхъ  Функцій  порядка  /л— 1. 

Поэтому  радикальная  Функція  перваго  порядка  можетъ  быть  приве- 
дена въ  такое  состояніе,  что  числитель  и  знаменатель  ея  не  будутъ 
содержать  дробныхъ  раціональныхъ  Функцій. 

Приведя  въ  такое  состояніе  радикальныя  Функцги    1-го  порядка,  вхо- 


палыіыя  н  раЪикалъпыл  (см.  Лекціи  А.ігеб.  и  Транец.  Аналигл,  часть  2-я  сшр.  31:2). 
Первыя  содержагаъ  рѣшеніе  какнхъ  нибудь  алгебраическихъ  уравненій,  а  віпорыя 
содержать  только  рѣшеніе  уравненій  вида  х^'^—А—О^  ш.  е.  извлечсніе  радіікаловъ. 
Первые  9  лнстовъ  этой  кннгн  были  уже  отпечатаны,  когда  я  получнлъ  2-ю  часть 
лекцій  нашего  Геометра. 


дящія  въ  радикальную  Функцію  2-го  порядка,  и  давши  потомъ  ей  віідъ 
(2),  она  не  будешъ  содержать  никакихъ  дробныхъ  Функціи  въчислигаелѣ 
и  въ  знаменашелѣ. 

Сдѣлавиш  все  эшо  сь  радикальными  Функціями  2-го  порядка,  входящи- 
ми въ  радикальную  Функцію  3-го  порядка,  можно  погаомъ  послѣднію 
привести  къ  виду  (2). 

Положимъ  вообще,  что  въ  выраженіяхъ  Функціи  з\  з'\.,.  о',  о"",... 
і' ,  і",....   т',  не  содержашъ    никакихъ    дробныхъ   Функцій;  тогда 

Функція  V,  приведенная  къ  виду  (2)  также  не  будетъ  содержать  въ  чи- 
слителѣ  и  въ  знамена шелѣ  никакихъ  дробныхъ  Функцій.  Для  поясне- 
кія  приложимъ  сказанное  къ  радикальной  Функціи  З^го  порядка 


Радикальныя  Функціи  перваго  порядка,  сюда  входящія  суть 


1 


2 — ѵ^л; 


и-і 


3 


,  третья  не  заключаетъ  въ  числителѣ  и  въ  знаменатель  дробныхъ  Функ- 
цій  а:,  а  прочія  можно  преобразовать  въ  слѣдующія: 


ошъ  чего  V  превратится  въ 


Легко  видѣгаь,  что 


1/\  ^ 


поэтому  V  примешъ  видъ 


х+Ъ  у[2Ѵх+Ѵ{х''—±)] 
У  1{х+Ѵх)Ѵх 

Наконецъ  приведя  ее  къ  виду  (2),  имѣемъ 
[\/[х-\>р[х^і^ухл{х\^[х-Су^^^^^^ 

— —  ^  '  '  '  ■  ;;  . 

\^{х-^Ъ^^/  2[х+Ѵ  х)Ѵ  х-^{г-Ѵ  х)Ѵ{іѴ  х+Ѵ{х''--\^^^ 

Теперь  V  не  содержишъ  въ  числителѣ  и  въ  знаменагаелѣ  никакой  дроб- 
ной Функціи. 

Н  такъ  всякую  радикальную  Функцію  ѵ  можно  привести  къ  виду 

^^("«) 


("О  ' 

гі  п  '  - 


гдѣ  ф  и  Г  означаюгаъ  дѣйсшвія,  въ  которыя  не  входишъ  дЬленіе  надъ 
Хі^  Х^у.'-Хп.  Поэтому  Функцію  вида 

можно  назвать  цѣяою  радикальною  фупкціею  относительно  х^,  х^^..,Хп 
порядка  /л. 
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§  56. Чтобы  Функцтя  ѵ  была  нулемъ  для  конечныхъ  значеній  ЛііХ^уХ^, 
ея  числитель  долженъ  быть  нулемъ  ;  поэтому  всѣ  корни  уравненія  ѵ=о, 
должны  удовлегаворать  уравненію 

п'  п"  п 

(3)  ф(ф,,  ф„...\/0,,  VѲ,,...VѲ^^о. 

Наоборотъ,  нельзя  сказать  ,  чтобы  всѣ  корни  послѣдняго  уравнекія 
удовлетворяли  уравненію  г;=о  ;  потому  что  некоторые  изъ  нихъ  мо- 
гутъ  уничтожать  знаменателя  Функціи  ѵ  ,  отъ  чего  ѵ  обратится  въ 
и  можетъ  имѣть  значеніе,  неравное  нулю.  Это  значеніе  по  извѣсга- 
нымъ  правиламъ  (*)  можетъ  быть  отъискано  ,  и  тогда  мы  въ  сосгаоя- 
ніи  судишь,  будутъ  ли  корни  уравненія  (З)  удовлетворять  уравненію 
ѵ—о,  или  нѣтъ  Эшихъ  разсмотрѣній  не  нужно,  когда  знаменатель 

Функціи  V  есть  количество  постоянное, 

('«) 

Я'  П"  п 

Ъ  э7,  Здѣсь  предполагается,  что  всѣ  радикалы  Ѵд^^  Ѵд^,,..Ѵд^^неиЗ' 
влекомы,  га.  е.  не  могутъ   быть   выражены   радикальными  Функціями 

п 

порядка  /Л — 1.  Означимь  одинъ  изъ  нихъ  чрезъ  Ѵ^9,  и  положимъ  ѵ^Ѳ=^, 
ш.  е.  2'*=Ѳ.    Такъ  какъ  первая  чаешь  уравненія  (з)  есть  цѣлая  раціо- 

п'  п"  п 

нальная  Функція  относительно  радикаловъ  Vд^^^  Ѵв ^,.,.ѴѲ^\  гао,  можно 
ей  дашь  видъ 

(4)  ф{2)—А^+А^2+А^г^-^-А^г^-ь.,.+А,,г''-л-.  .^»г'^, 

гдѣ  А^,  А^,  А^,  А^^...А^^,.,.А,.  предсшавляюшъ  радикальныя  Функціи  по- 
рядка [X,  не  содержа щіл  радикала  2. 

Помножая  уравненіе  2'*=Ѳ,  послѣдовательно  на  г^,...и  т.  д.,  и 

замѣняя       чрезъ  Ѳ,  находимъ 


ісіода  слЬдуетъ,  что  степень  г^,  когда  Х>лг— 1  ,  можно  всегда  замЬ- 
ішь  выраженіемъ  Ѳ'''^'^,  гдѣ  Сиг  удовлетворяютъ  условію  X— лоЧ-г  и 


(")  Смошр.  ДиФФсренціальное  иочнсленіе. 

(*♦)  Эіші  изъисканія  иногда  бываютъ  весьма  затруднительны,  и  даже  въ  нѣко- 
шорыхъ  случаяхъ  неисполнимы,  а  именно  когда  корни  несоизмеримые. 
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г<п  (О-  Замѣнивъ  подобными  выраженіями  всѣ  степени  г,  превышаю- 
щія         ,  Функція  V  примешъ  видъ 

или 

(5)  <Р(г)=уі+^'5+Г:г'+^"'^^+...+^^"-^  '^"-^ 

Такимъ  образомъ  въ  уравненіи  (4)  исчезли  всѣ  степени  2,  превыша- 
іощія  . 

Прежде,  нежели  приступимъ  къ  преобразованію  уравненія  (5),  разсмо- 
шримъ  нѣкоторыя  свойства  радикаловъ. 

%  58.  Радикалъ  2=ѵ^Ѳ,  какъ  корень  уравненія  2»— Ѳ=о,  имѣетъ /г  зна- 

и 

ніи.  Означивъ  чрезъ  и  п  и  два  шакія' значенія ,  и  положивъ  —  =7>  ™- 
гі^иу,  имѣемъ 

м"=Ѳ  и  «У  =Ѳ, 

а  потому 

Ѳ/"— Ѳ  или  ^"^1. 

И  гаакъ,  зная  и—  одно  изъ  значеній  радикала,  мы  получимъ  другое,  пом- 
ноживши и  на  одинъ  изъ  корней  уравненія  _7"=1. 

Уравненіе      — 1=о  удовлетворено  положеніемъ  ;  прочіе  же  корни 

должны  удовлетворять  уравненію 

(6)  ^-^^=:7"-^+7"-^+7''-'+... 4-^=0. 

Ежели  а  есть  корень  этого  уравненія  ,  то  а.и  будешъ  кррень  уравне- 
нія  г'" — д=.о.  Степень  а'^,  гдѣ  к  цѣлое  положительное  число,  также 
удовлетворяетъ  уравненію     — 1=о;  потому  что 

слѣдовательно  всѣ  степени  а  : 

а,  а%  а%...оі^... 
будутъ  также  корни  уравненія  (б). 


(*)  О"  и  т  суть:  частное  и  остагаокъ  оть  дЬлеиія  Я  на  п,  и  потому  т  можетъ 
быть  какое  иибудь  цѣлсе  число,  начиная  ошъ  о  до  п—1. 
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Когда  к>п — 1,  тогда  можно  поло/кишь  к~пМ-\-г  (  гдѣ  г  можеш-ь 
быть  всякое  цѣлое  положительное  число  меньшее  п — і);  оть  того  бу- 
дешь 

но  какъ  а"=і,  шо  а"^=1,  и  а'''г=а''^.  Поэтому  всѣ  степени  а,  пре- 
вышающія  с|/''~'^,  можно  замѣнишь  членами  ряда 

(1)  а,  а%  а%...а"-\ 

Этотъ  рядъ  предсшавляегаъ  всѣ  корни  уравненія  (б),  когда  п  число 
первоначальное;  потому  ,  что  тогда  всѣ  его  члены  разные.  Допустивъ 

с 

О"      т  а,  (Г— .г 

прошивное,  наприм.,  чшо  а  =а    при  т:<^С)<п  ,   находимъ  — =:а  ~1 

•г 

а 

со  _і 
или   а  =1,  положивъ  С — г^га.    Іакъ  какъ  гг  число  первоначальное  и  (Х)<п, 

шо  со  и  /г  не  будушъ  имѣшь  общихъ  дѣлишелей  :    въ  такомъ  случаѣ, 

какъ  извѣсшно  изъ  началъ  Алгебры  ,  можно  всегда  найти  гаакія  два  цѣ- 

лыя,  положительныя  числа  //иг,  чшобы  со?. — л/л.^!;  ошъ  того 

Но  какъ  си^^і  и  а"=:і,  шо  а^^=1  и  а'*,"  =  1,  а  потому 

С1г=:1. 

Чего  быть  не  можешь  ;  потому  что  а  есть  корень  уравненія  (б),  ко- 
торое не  удовлешворяешся  положеніемъ  /=1.  И  такъ  всѣ  члены  ряда 

1,  сі,  а  =  ,  а%,..а"-^ 
неравные,  и  предсшавляютъ  всѣ  корни  уравн.     — 1=о.  Поэтому 

и,  иа,  иа"^ ,..лса"'~' 

также  всѣ  неравные,  и  гередсгаавляютъ  всіі  корни  ур,  г'* — д=о  или  всѣ- 
значенія  радикала  ѴѲ. 

Такъ  какъ  г=1>  не  удовлетворяешь  уравненію(в),  шо  всѣ  корни  эшого- 
уравненія  будушъ  члены  ряда  Взявши  одинь  какой  нибудь  изъ  нихъ 
а^,  возвыся  его  въ  степени  2,  5,...п—і,  мы  получимъ  рядъ 


(8) 


АН 


сосшоящій  изъ  тЬхъ  же  членовъ  ,  какъ  и  рядъ  (т),  только  расположен- 
ныхъ  въ  другомъ  порядкѣ  ,  га.  е,  (8)  будушъ  гаакже   предсшавляшь  всЬ 
корни  уравненія  (б).  Это  легко  объяснить  слѣдующимъ  образомъ  : 
Степень       есть  корень  уравненія  а  потому 

(а'Т=1. 

Возвышая  обѣ  части  этого  равенства  последовательно  вь  степени  2, 
Ъу..п—1,  п,  получаемъ  : 

и  ш.  д. 

отсюда  видно,  что  (з)  суть  корни  уравненія  у"'і=±,  и  легко  увѣришься, 
чшо  они  всѣ  разные ,  и  не  равны  1 .  Поэтому  они  должны  быть  члены 
ряда  {!), 

Для  примѣра,  пусть  «=5,  и  а  корень  уравнения 

шо  а,  ,  а',  будушъ  представлять  всѣ  корни  этого  уравнения. 
I  Взявши  одинъ  изъ  нихъ  напр.  о.*,  сосшавимъ  сшепени 

(а«),  (а^)%  {а^У,  (а^^ 

эти  сшепени  опять  представд§іошъ  всѣ  коріш  а,  а%  а%  а'ч  Въ  самомъ 
дѣлѣ 

(а'У=:а^ 

(а^У^  —  а°=:а^  .а  — а, 
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Чтобы  получить  симметричный  Функціи  корней  уравненія  ^"г=гі,  дол- 
жно въ  уравненіяхъ  (20)  н  (22)  ^  31,  положить  а^^=а ^  — ..■=а^_^=о. 
Отъ  шого  имѣемъ: 

5^  =  1+(а)^^-{а=)'^-...+(а"-^)'=о 
5з^Ц-(а)^+(а  =  )'-Ь...Ч-(а'^-^)  =  =о 
и  ш.  д. 

5„  +  ,  =  1+(а)«^-^+(а'-'/+^^-...+(а"-^)"'  и  га.  д. 

Вообще  5^5  будетъ  =0  или  =7г,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  р  дЬлигаь- 
ся  на  тг  съ  остапікомъ  или  безъ  остатка. 

§  69.  Уравненіе  (5)  <р(г)=го  должно  существовать  вмѣстѣ  съ  уравне- 
ніемъ  2"=.Ѳ.    Иск.іючивъ  изъ  нихъ  2  ,  получимъ  уравненіе  ,  не  содержа- 

п 

щее  радикала  2=:іѴѲ,  Для  этого,  по  §  44,  должно  вставить  въ  уравне- 
ніе  (Р(2)— о  вмѣсгао  2  корни  уравненія  г" — Ѳ=:о,  которыхъ  можно  изобра- 
зить чрезъ 

2,  аг,  а^Зі  а^2,...а^~'^ г, 
гдѣ  а  означаешъ  одинъ  изъ  корней  уравненія,  апотомъ  взять  произведеніе 
(9)  ф(«).ф(аг).ф(а  "^).ф(а  'г)..  .ф(а''-^2)=о, 

которое  будетъ  представлять  конечное  уравненіе. 

Замѣнивъ  здѣсь  г  какимъ-либо  изъ  корней  аг,  а2^,.,.а^~^ г  равенство 
не  нарушится;  потому  что  1-я  часть  симметрична  относительно  кор- 
ней уравненія  2^=.Ѳ.  Для  большей  ясности  въ  самомъ  дѣлѣ  вставимъ 
а'^'г  вмѣсто  2,  полагая  о<:_к<сп — 1 ;  отъ  того  первая  часть  уравненія  (э) 
обратится  въ 

но  это,  отъ  а"=1,  обращается  въ 

У' 
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Совершивъ  въ  уравненіи  (э)  назначенныя   умножеиія  ,    это  ураБиеніс 
приметъ  видъ 

гдѣ  Р^,  Рі,  Р^у.Рк  означаютъ  цѣлыа  Функціи  а  и  осшалыіыхъ  ради- 
каловъ  порядка  /и,  кромѣ  г. 

Замѣшивъ  равенство  л^=2"^Ч"'^=Ѳ'^2'^,   гдѣ  Я>/і— 1  и  о<і<п,  пос.іѣд- 
нему  уравненію  можно  дашь  видъ 

или 

(10)  Р+Р'г-^Р"2-'+...+Р^''-'^^''-'=о. 
Вставивши  сюда  аз  вмѣсгао  2,  получаемъ  уравненіе 

которое  должно  бышь  тожественное  съ  уравненіемъ  (ю),  и  потому 
имѣемъ: 

Р'=Р'а,  Р"=Р"а%  Р"'=Р'"а%...Р'"-^^=Р^''-^)а''-^ 

или 

РХі-сі)=о,  Р"(1_а=)=о,  Р"'(1-а^}=о,...Р'^'-^)(1-а'^-^)— о. 

Но  какъ  1 — а,  1— а^,  1— а' а""'  не  равны  нулю,  потому  что  1 
не  есть  корень  уравненія  (6);  шо  должно  быть 

Р'=го,  Р"=о,  Р"'=о,...Р''-'—о. 

Слѣдовашельно  уравненіе  (10)  приводится  къ  слѣдующёму 

(И)  Р=(Р„ч-Р,Ѳ+...+Р,,ѲО=а. 

Легко  увѣриться  ,    что    это    уравненіе   не  содержитъ   а  ,    т.    е.  Р^, 
^п^"'^пі        содержатъ  а.  Для  этого  возмемъ  вообш,е  полинозіъ  вида 


\ 


гдЬ  а,  I,  с,.,.7й  не  зависятъ  отъ  а,  и  положимъ,  что  онъ  не  измѣняешъ 
своего  значенія  отъ  перемѣны  а  на  одпнъ  изъ  корней  а^,  а^,...а"~^. 
Пріиіявъ  это,  мы  имѣемъ  равенсшва  : 

р=сі+Ъа^- '  +с(а"- ' )  "ч-^а"- ' )  ^ +. .  .ч-7<а"-  '),'^-^ 
который,  будучи  сложены,  даютъ 

(^-_1>=(^_і)а+й(5,-і)+с(5,-і)+<5з-і>ч-...+А(5,^.,-і). 
Но  5і=о,  8,^—0,  3^^=о,...5^_^^—о,  поэтому 

{п—і)р={п—і)а—Ъ—с—сІ—...^7і ; 

откуда 


Полиномы  Р^,Р^,,..Р^і  тіѣютъ  совершенно  шо  я«е  свойство,  что 
и  р  ,  а.  потому  они  не  могутъ  содержать  а.  Слѣдовательно  уравненіе 
Р=:0  также  не  содержитъ  а. 

То,  что  мы  дѣлали  для  радикала  2г=^'/д  ,  можно  послѣдовательно  сдѣ- 

п  п"  п 

лать  для  каждаго  изъ  радикаловъ  ѴѲ^.,  ѴѲ^,..,\/Ѳ  .  Такимъ  ооразомъ  мы 
іможемъ  исключить  изъ  даннаго  уравненія  всѣ  радикалы  порядка  /л;  отъ 
того  будемъ  имЬть  радикальное  уравненіе  только  порядка  // — 1. 
Поступивъ  съ  этимъ  новымъ  уравненіемъ  гаакъ ,  какъ  мы  поступали 
съ  данныліъ,  мы  получимъ  радикальное  уравненіе  порядка  /я — 2.  Продол- 
жая эти  дѣйствія  далѣе  ,  мы  наконецъ  дойдемъ  до  уравненія  порядка  о, 
т,  е.  раціональнаго  относительно  л:^,  Х^^...х^^. 

И  такъ  мы  имѣемъ  общій  способъ  преобразовать  всякое  радикальное 
уравненіе  съ  однимъ  или  многими  неизвестными  въ  раціональное  уравне- 
ніе  относительно  этихъ  неизвѣстныхъ.    Эгаотъ  способъ  хотя  вообще 


І2І 

бываетъ  загаруднителенъ  ,  но  онъ  облегчается  для  нѣкошорыхъ  часгп- 
ных'ь  сллчаевъ,  шакъ  напр.  для  уравненія  вида 

Здѣсь  можетъ  случиться  то  же,  что  и  въ  исключенін  :  первая  часть 
конечнаго  уравненія  можетъ  быть  или  тожественно  нулемъ,  пли  по- 
стояннымъ  количесшвомъ.  Въ  первомъ  случаѣ  данное  радикальное  урав- 
неніе  тожественное  ,  а  во  вгаоромь  оно  не  можетъ  сущесгавовапіь  ни 
для  какихъ  значеній  ііеизвѣстныхъ,  въ  него  входяш,ихъ. 

Приложимъ  эту  теорііо  къ  призіѣрамъ. 

,  Примѣръ  I. 

Возмемъ  уравненіе 

3    3   

(а)  А-^ВѴѲ+СѴд''=о, 

въ  которомъ  А,  В,  С,  Ѳ  суть  радпкальныя  Функціи  одного  или  нѣсколь- 
кихъ  нензвѣстныхъ  порядка  // — 1. 

3 

Положивъ  2=ѴѲ,  будемъ  имѣгаь 

А-і-Вг+Сг^^о. 

Внеся  сюда  вмѣсто  2,  корни  аг,  а'^г,  гдѣ  а  есть  какой  ннбудь  корень 
уравненія 

г'ч-г-Ы— о, 

составимъ  произведеяіе 

{А-і-Вг+Сг  ''ХА-і-Ваг-^Са^2"-ХА^Ва"-г+Саг^]=:о. 

Наконецъ,  совершивъ  умноженіе  ,  и  истребивъ  а  помощію  а'  =  1  и 
а'ч-а-н1=:о,  мы  получимъ  уравненіе  порядка  /л.  —  1 : 

(Ь)  А'^ЪА  ВСѲ+В  ^  Ѳ+С^  Ѳ '  =0. 


(♦)  Сліоіпр.  Іоигпаі  Гйг  (ІІе  геіпе  ип(1  ап§е\тапЛіе  МаіЬетаІік.  Негаи5§е§еЬеп  ѵоп 
А.  Ъ.  Сгеііе.  1*  ВапЛ,  3  НеЛ.  183  5. 

ІІЬег  сІа5  ИаІіопаІшасЪеп  аІдеЬгаіасЬег  СгІеісЬип^еп.  Ѵоп  Иеггл  Гбгзіетапп. 
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Прішѣръ  II. 

Пусть  будешъ  радикальное  уравненіе  3-го  порядка: 

3  3  3 

СдЬлавъ  Х+1а;+Ѵ{і+Ѵ х)'=^М,  г—ѴМ  и  Ѵх-\-Ѵх^ — 1=ІѴ,  имѣемъ 
(а)  г-\-N=о^ 

Такъ  какъ  2;'=М,  гао  уравненіе  (б)  §  58  будешъ  ^ч-1=о;  откуда ^=а— — 1. 
Слѣдовашельно  конечное  уравненіе  отъ  исключенія  г  будегпъ 

или 

ш.  е. 

Возвысивши  въ  самомъ  дѣлѣ  первый  членъ  въ  квадрашъ  ,  и  сдѣлавши 
возможныя  сокращенія  ,  мы  получизіъ  уравненіе  2-го  порядка  относи- 
шел  ьно  X'. 

5  3  3 

Положивъ  {x-~1)Vx—Vx''—Р.у(^і.■л-Vx)=г—V^,  имѣемъ  уравненіе 

которое  гаакъ  же,  какъ  и  уравненіе  (а),  преобразовывается  въ  слѣдую- 
щее 

ш.  е. 

\(х—іУх—Ѵх (іч-Ѵл:)=0' 

или 

3  5 

—2[х—Ъ)х—1+{х—і  )Ѵх+{х^і) Ѵх  '=0. 

СдЬлавъ  въ  уравненіи  (Ь)  предъидущаго  примѣра  А— — 2[х — 2)д:— 1, 
В=х — 1,  С=і{х—Ъу ,  Ѳ=х,  находимь  раціональное  уравненіе 

'—[2(х^2)х-\-і]  ^'\-з[2[х^2)х+і]{х'-і){х—2)  ^х+^х^-і) '  х-\-{х'^2у  ^  '=0, 


или 

§  60.  Можно  производить  исключеніе  2  изъ  уравненіи  ф[2)  и  г"=іѲ  по 
способу  §  50^  эшо  иногда  бываетъ  очень  выгодно. 
Для  примѣра  возмемъ  уравненіе 

5 

Положивъ  у/Ѳ=:2,  шіѣбмъ  два  уравненія  по  г: 

2^г=Ѳ  и  і-А-2 — г'-'ч-г^  2'^=0. 

Исключивъ  нзъ  нихъ  г  по  §  50,  мы  получшіъ  истинное  конечное  у рав- 
неніе 

Ѳ^— 6Ѳ"+16Ѳ'— 260— 1— о. 
Ежели  радикальное  уравненіе  имѣетъ  видъ 

п 

гдѣ  «<д;  шо  положивъ  у/ 6=2,  имѣемъ  уравненія: 
(а)  ^±2^=0  и  2"=Ѳ. 

Изъ  перваго  выводимъ  А=.'^2^,  погаомъ 

Здѣсь  знакъ  -ь  относится  кь  четному       а.  —  къ  нечетному. 

Второе  изъ  уравненій  [а)  даетъ  ^"'^=6'^;  сдѣдовательно  уравненіе  {6) 
обращается  въ  раціональное 

Пользуясь  эшимъ  замѣчангёмъ,  можно  иногда  съ  выгодою  преобразовать 
радикальное  уравненіе  въ  раціональное  чрезъ  нѣсколько  послѣдователь- 
ныхь  возвышеній  {()).  Такимъ  образомъ  производится  исключеніе  радика- 
ловъ  ѴМ  и  Ѵ/Р  во  вгаоромъ  примѣрѣ  предъидуш,аго 

Это  замѣчаніе  и  симметричность  уравненія 

п         п         п  ^  п 

относительно  Б,  С,... IV  весьма  облегчаюшъ  преобразованіе  этого 

уравненія. 

§  61,  По  изложенному  способу  преобразованія  радикальныхъ  уравненій 
можно  преобразовать  раціонадьное  уравненіе  съ  радикальными  косффи- 
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ціентами  въ  раціональное  уравненіе  съ  раціональныліи  коеФФИціеиіпами. 
Но  если  намъ  дано  условіе,  что  для  каждаго  изъ  радикальныхъ  косффи- 
ціентовъ  должно  взяшь  по  одному  только  значенІЕО  ;  то  мы  не  въ  пра- 
вь дѣлать  это  преобразованіе.  Въ  послѣдсшвіи  мы  увидимь,  что  въ  ша- 
комъ  случаѣ  радикальность  коеФФиціентовь  ни  мало  не  препятствует ь 
вычислению  корней  уравненія. 

О  преобразованіи  лшимыхъ  уравнепій  въ  дѣйстбительныл . 

§  62,  Ежели  данное  раціональное  уравненіе  /[х)—о  имѣетъ  коеффиціенты 
вида  а-\-ІѴ — 1;  шо ,  по  правиламъ  предъидущихъ  §  §,  можно  исключить 
изъ  него  V — 1,  чрезь  чаю  выйдетъ  уравненіе  съ  коеФФИціентами  дѣйст» 
виіцельными.  По  конечное  уравненіе  будегаъ  тогда  содержать  посто- 
ронніе  корни.  Въ  самомъ  дЬлѣ  уравиенію /^(л")— о  можно  дашь  видъ 

(1)  1{оо)^ф{а;)-^^{х)л=о, 

гдѣ  ф[х)  и  сушь  цѣлыя  Функціи  л  съ  коеФФИціентами  дѣйсшви- 

тельными,  а  і:=іѴ — 1,  или  г'^гг: — 1.  Взявши  для  і  два  значенія  -ьг  и  — г, 
конечное  уравненіе  будеть 

(2)  [ф{а:)+^[а:).і]  [ф(^)-і/.(х)./]=[ф(^;)]'+[я/.(^)]'=о; 
слѣдовательно  будешъ  заключать  корни  уравненія 

которые  могутъ  не  удовлетворять  уравненію  /{^х)—о. 

И  шакъ  когда  въ  данномъ  уравненіи  (1)  і  имѣешъ  только  одно  зна* 
ченіе  ;  тогда  нельзя  дѣлашь  преобразованія  (2).  Но  въ  такомъ  случаѣ 
лгожно  всегда  /(а:)— о  замѣнишь  новыми  уравненіями  съ  дѣйствишельными 
коеФФИціеншами,  кошорыя  не  будушъ  содержать  посшоронннхъ  корней. 

§  65,  Ежели  а  есть  дѣйсшвигаельный  корень  уравненія 
/{а:)— о,  то 

Такъ  какъ  ф[а)  и  я/;(а)  сушь  количества  дѣйсгавительныя ,  то  уравне- 
ніе  (5)  можетъ  существовать  только  тогда,  когда 

ф[а)~о  и  і/{а)=:о, 

Слѣдовательно  всакій  дѣйсшвишельный  корень  уравненія  /[а^)=^о  дол- 
женъ  удовлетворишь  уравненіямъ 

ф[х)=о  и  а/)(лг)=о. 
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На  оборошъ,  всякій  дѣисіпви тельный  корень,  общін  этимь  уравненіямь, 
будешъ  удовлегаворяшь  уравненію  Дл')=о.  Но  кромѣ  того,  уравненія 
/[х)—о  и  '^/>(^г)=о  могутъ  имѣть  общіе  мнимые  корни  ,  которые  также 
будушь  удовлетворять  уравненію  /{х)—о.  Эти  обш,іе  мнпмые  корни 
должны  быть  (§  30)  парные.  И  такъ  найдя  обш,аго  большаго  дЬлителя 
Функцій  (^{х)  и  прправнявъ  его  нулю,  мы  получимъ  уравнсніе  ,  ко- 

гаораго  всѣ  корни  будутъ  удовлетворять  данному  /(х)—о.  О^значилгь  это- 
го дѣлителя  чрезъ  Ѳ{х)^  и  съищемъ  частныя 

^(^)_2Г^1  "^'Хіх^  ^Ь,^^Ѵ 
Ѳ(^)-^^^^'    в[х)^''^'  Ѳ(^)-'^^^' 

тогда  данное  уравненіе  У(  л:)  — о  разложится  на  два  ''^ 
Ѳ{а:)—о  и  %[а;)—^{.х)+х{^)-^=<^- 

Первое  не  имѣетъ  мнимыхъ  коеФФИціентовъ  ,  а  второе  не  имѣетъ  ни 
дЬйствигаельныхъ  корней,  ни  мнимыхъ  парныхъ  корней. 

Такъ  какъ  ^(х)  и  Х{рс)  не  имѣіотъ  общаго  множителя  ,  то  они  не 
могутъ  имѣть  общихъ  корней,  и  потому,  если  всгаавимъ  въ  ннхъ  вмЬ- 
сгао  X  какое-либо  мнимое  выраженіе  і-л-иі,  то  по  крайней  мѣрѣ  одна 
изъ  нихъ  не  обратится  въ  нуль.  Пусть 

ш.  е.  , 

Такъ  какь         — і,  шо 

гдѣ  М—^  и  N'^-Р  сушь  цѣлыя  Функціи  і  и  и  съ  коеФФиціеншами  дей- 
ствительными. ГІоложивъ 

ЗI—^=Г((,  и)  и  Ж+Р^ф{(,и), 

имѣемь 

Чшобы  і-^иі  былъ  корень  уравненія  §(^)~о,  необходимо,  чтобы 
Е{і,и)=о  и  ф{і,гі)г=о. 

И  на  оборотъ,  всякія  дѣйствителыіыя  значенія  і  и  и,  уничтожающія 
и  ф((,и)  уннчтожатъ   %{і+иі),  ш.  е.  выражение  і+иі  будетъ  ко- 


рень  уравнен ія  ^(^х)=о  и  уравненія  о.  Слѣдовашелъно ,  чтобы  огаъ- 

искать  всѣ  корни  уравненія  ^[х)=о,  должно  огаъискагаь  соответствен- 
ные действительные  корни  уравненій  : 

Г{і,и)=о  и  ф[і,и)=о. 

Такимъ  образомъ  рѣшеніе  даннаго  мнимаго  уравненія  приводится  къ  рѣ- 
шенію  трехъ  дѣйсгавительныхъ  уравненій : 

в[х)=^о,  Щ(,и)=о  и  ф[і,іі)=€. 

Для  поясненія  сказаннаго  возмемъ  нѣсколько  примѣровъ. 

Примѣръ  I. 

Уравнение 

/(^3=Л75+(4+г)^г'ч-(бч-г>'-ь5^'+(2— г> — г==о, 
гдЬ  г=Ѵ^ — 1,  можно  представить  такъ: 

Общій  большой  дѣлишель  Функцій 

есть  д(х)=х^+1х'''^1х-^-\..  Раздѣливши  на  него  и  (р{х),  находимъ 

поэтому  уравненіе        г=^%^х)=^о  будетъ 

ІІоложивъ  х—І+иі,  имѣемъ 

{(-\-иіу-^і[і+иі)-\-{і-^иі — ±)і=.о 

или 

{і''—и^+11—и)+{11и-^1и-\-1—і)і-=о; 
откуда  выводимъ  уравненія: 

Г{1  ^иу^І"^ —и'* -\-И — и-=^о 

.„  \—і 

Второе  изъ  эшихъ  уравненіи  даетъ  к=-г  ■  •  внеся  это  значеніе  и  въ 

2\\.-\-і) 
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первое,  мы  получимъ  уравненіе  по  ^  .• 

(а)  4^^-Мбг'-4-21^*+10^— 3=0. 

1— 2а 

Уравненіе  ф{{,и)  также  даегаъ  внеся  это  значеніе  С  въ  Р{і ,іі)-=:^о , 

находимъ  уравненіе  по 

(Ь)  4гг^+8г<^+9«'+5м — 3=0. 

И  гаакъ  данное  мнимое  уравненіе  замѣняется  тремя  дѣйствительными 
уравненіями 

Х^+1х^-^1Х-\-1=о,  (а)  и  {Ь). 

Впослѣдсгавіи  мы  увидимъ ,  что  уравненія  (а)  и  {Ь)  нліѣіогаъ  только 
по  два  дѣйствительныхъ  корня,  какъ  и  должно  быть  по  гаеоріи. 

'  Прішѣрь  II. 

Возмёмъ  уравненіе 

(И-г)л:^+(і+5г)л?'+(із+5«)л?' — зЧ— г)<^— 18(і— г)=о  , 
и  дадимъ  сіму  видъ 

(^'^+Іл^^+із^г?^  — З^г— 1 8)+(^г'-+5^г7''+-5л7'ч-3^г;+18).  г=о, 
Общій  наибольшій  дѣлитель  Функцій 

ф[а:)~х''+ІХ^+іЗХ- — 3^—18  и 
^г)=^ -'-4-5  ^г?  ^ +5йГ  ^ +ЗЛ7+ 1 8 

есть 

Разделивши  на  него  ф[х)  и  і/'(^г),  находимъ 
поэтому 

Положивъ  здѣсь  х=  І+иі,  имѣемъ 
или 
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откуда 

Е{1 ,  и )  =^  *— и  * — 2^а-4-Г-+-іг— 2=0 

Вычтя  одно  изъ  этихъ  уравненій  изъ  другаго  ,  сократив ь  остагаокъ 
— — 4=0  на  2,  имѣемъ  уравненіе 

— ЪІи-л-І — 2=0, 

которое  даетъ 

[а)  М=:  . 

Внеся  это  значеніе  и  въ  уравненіе         м)— о,  находимъ  уравненіе  по  1- 
{Ь)  4?^+г'— 2^— 4=0. 

Оно  должно  дать  только  два  дѣйсгавительныя  значеніа  для  которыя, 
будучи  внесены  въ  равенство  («),  даютъ  два  дѣйствительныя  зна- 
ченія  и, 

Примѣръ  1П. 
Пусть  будеть  еш,е  уравненіе  ^ 
(ц-20л^'— Г2— 30=о 

или 

(лг^  — 2^С+1  )ч-(2л?'-»-^— 3>'=о. 

Функціи  ф{х)  —  Х^—1х-^1  и  'і/)(^г)  =  2^г'-+-.г— 3  не  имѣюгаъ  общаго 
дѣлигаеля;  вставивши  въ  нихъ  і-^иі  вмѣсто  х,  имѣемъ 

[{і+иі)  ^ ^1{і+иі)+і]+[2{і-\-тУ+{і-\-т)^ъ]Л 

—  6?'и — 3^и'^-+-2м^— 2Лт— «+і) 

-»-(2^='+5^^и--бггі' — м'-ьг— 2«— 3)г=о, 

откуда  выводимъ  уравненія 

^Г(г,і*)=і'--6^'м— 3^м'-і-2а*— 2і — м+1=о 

ф(г,м)=2^'+3г'«— б^и*— — ги — 3=0, 

котория  должны  дать  по  гари  дѣйсшвительныхъ^ значенія  і  п  и. 
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О  преобразованіи  Ъаннаго  уравненіл   съ  одниліъ  неизвтьстнымь   ее  дру  гое  , 
котораго   корни  выражались  бы  одною  и  тою  же  раціоналъною  функціею 
корней  даннаго  уравнені/і . 

§  б^.  Пусть  дано  уравненіе 

Означимъ  его  корни  чрезъ  д;^,  х.,,...х^^,  и  положимъ  ,  что  требуется 
составить  уравнение  ,  котораго  каждый  корень  выражался  бы  одною  и 
тою  же  раціональною  Функціею  какихъ  нибудь  п  изъ  корней  X х 2^^'^x^^. 
Изобразивъ  эгау  Функцію  чрезъ 

сгаанемъ  перестанавливать  мѣста  х^,  Х^^^.-Хп-,  и  замѣнять  ихъ  каки- 
ми нибудь  другими  ?г  буквами  х^,  х^,...х„^.  Сдѣлавши  это  всѣми  воз- 
можными образами  ,  мы  получимъ  т[т — 1)....[т — пч-і)  значеній  у. 
Нѣкоторыя  изъ  этихъ  значеніи  могуіпъ  быть  тожественны;  на  прим. 
если  у^х^^-^х^,  то  значеніа  х^+Х.^  ^^х.^+х^,  х^+х^  и  х^-і-Хі,...Хі+Хз 
и  х^-і-х^,  и  т.  д.  будутъ  тожественны.  Воз>іемъ  только  одни  нето- 
жественныя  значенія  у,  который  означимъ  чрезъ 

искомое  преобразованное  уравненіе  будетъ 

( I  )Сг— Г  зХ^'— 7з  )••  -(/-Ы 
(2)  =.уI^^^^у.^^-^^А,у('-  =ч-...+^^_,^+^^=о, 

гдѣ 

и  т.  д. 

X  =(—  1         ^ ( 7 1 7  , 7  3  . .  ,  -Ь^- , у  2  .  •  .7;^-*-  •  •  •  3  •  •  Ѵ>>.- 1  1  /л) 
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Отъ  перестановки  х^^>і.х^^  всѢми  возможными  образами,  одно  изъ 
значеній  (і)  переходить  въ  другое,  что  ни  мало  не  измѣняегаъ  значеній 
-4,,  А.^^...А^\  следовательно  эти  коеФФИЦіенты  симметричны  относи- 
тельно , ^^2,...^,,^,  и  по  правиламъ  3-й  главы,  они  могутъ  быть  выра- 
жены раціональными  Функціями  коеФФиціентовъ :  а^,  а^,...а^. 

И  гаакъ,  какая  бы  ни  была  раціональная  Функція  у,  мы  всегда  въ  со- 
стояніи  будемъ  составить  уравненіе  (2). 

§  65,  Пусть  требуется  составить  уравненіе,  когаораго  бы  корни  были 
разности  корней  даннаго  уравненія. 

Въ  этомъ  случаѣ  значенія  у  будутъ: 

отсюда  видно,  что  каждый  члень  верхней  строки  равенъ  соошвѣшегавен- 
ному  нижнему,  взяшому  съ  знакомь  противнымъ. 

Число  членовъ  въ  каждой  сшрокѣ  есть   Означивъ  верхніе  чрезъ 


т(т — і)  .  ^ 

полагая  —  '==.п^  нижніе  оудутъ 


А  потому  искомое  уравненіе  будетъ 
Такъ  какъ  произведеніе 

не  можешь  содержать  нечеганыхъ  степеней  у\  то 


и  уравненіе  (з)  обратигася  въ  слѣдующее 


Положнвъ /*=^,  А^=В^,  А,^=В^,....А^^^^і)—Вп,  будемъ  имѣть  урав., 
неніе 

I  2  ^        I  П  ' 

котораго  корни  суть  ^5^,  ^І,  ]3з,...-/3^,  т.  е.  квадраты  разностей  кор 
ней  х^,  и  потому  ему  даютъ  назв^ніе  уравненіл  съ  квадрата- 

•лш  разностей  корней. 

Уравненія  (20)  и  (22)  §  ЗТ  дадутъ  намъ  Формулы  для  опредѣленія  косф- 
Фиціентовъ  В^,  В^,  В^,....В^^^і,  В  помощію  просгаыхъ симмегаричныхъ 
функцій  квадратов^  разностей  корней  х ^  А  эти  симметрич- 
ныя  Функціи  могуть  быть  определены  помощію  простыхъ  симмегарич- 
ныхъ ФукКЦІЙ  корней  Хі,^г)  ^7п' 

Составимъ  обш,ее  выраженіе  для  вычисленія  Функціи 
или 

Для  этого  разсмотримъ  выраженіе 

Разложивъ  каждый  его  членъ  по  Нютоновой  строкЬ,  имѣемь 


»=  ( 


-ЧрХ^Х 


-^х\х-'Р'—'—...-^х\і'  - 
1.  2  .  «• 


х'^Р-грх.х'Р-'^^^^''''^'  ^Кіх'Р~'-...-^х,'Р 

1  •  2 


и  т.  д. 


•  2рх,п^ 


яр- 


1.  2 


І1. 
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СдЬлавъ  приведеніе,  получаемъ 

1  •  2  і 

гдѣ  8^,  5^^....^  какъ  и  прежде,  означаюгаъ  просгаыя  симметричный 
функціи  корней:  ^;^,  Х^,,...Хт' 

Выраженіе  (5)  тожественно  съ  выраженіемъ  (4),  а  потому  они  равны 
между  собою  для  всякаго  значенія  х.  Положивъ  послѣдовашельно 
х  —  х^^  д^г,  х^^^..х^^  и  сложивши  ВЫВОДЫ,  находимъ 

{х^--х,,)-'Р-^х^—Х^уР-\-..,^{Хг^х^уРл-{х^-'Х^У^-^.^.{х^'-х;) 


(— і)^.   ^    3    3   5^,5.^_р+....+т5,^,. 

Число  членовъ  въ  послѣднемъ  разложеніи  есть  2/>ч-1  ,  которое  всегда  не- 
четное ,  а  по  шому  разложеніе  имѣетъ  средній  членъ  не  приводимый. 
Члены  на  одинакомъ  разстояніи  отъ  концовъ  равны;  отъ  соединения  ихъ 
въ  одинъ,  наше  разложеніе  приведется  къ  слѣдующему 

2/,=2ш5,^-2.  1р  5\5,^_,-»-2.^-^^=І^5^5^^^,_.. 

2К2/^~1)...(/>ч-1)^^ 
^"^^^         1.2.3... . 

Откуда  имѣемъ 

^        (-1/  2Х2/>^і)....о^+і;^, 

2  Х.2.5...Р 

Полаг'ая  послѣдовагаельно  р=і,  2,  3,....  ,  получаемъ  Формулы  для 

опредѣленія  просгаыхъ  симметричныхъ  Функцій:  ,  ,  Уз  ,."У»г(/л-і) 
а  именно: 
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^,=:т8,-б8  ^8^^158  ^8  ^^І08і 
и  пр. 

Замѣнивъ  въ  уравненіяхъ  (20)  и  (22)  ^  буквою  у;  а  а  буквою  В,  мы  выве- 
демъ  изъ  нихъ  Формулы  для  опредѣленія  коеФФИЦІенгаовъ  уравненія  съ 
квадратами  разностей  корней.  Онѣ  сушь  : 

(8)  В.=-1(/.м-В,/,+В.у.) 

\  И  т.  Д. 

Для  поясненіа  сказаннаго  въ  эгаомъ  §,  возьмемъ  несколько  численныхъ 
ііримѣровъ. 

Примѣрб  I. 

Для  уравнения      — 2Х — 5=0  мы  нашли  въ  §  40,  Пр.  II: 
8^=0,  5^=4,  5^=15;  5^=8,  ^^=50,  5^=91; 

внеся  эти  выраженія  въ  Формулы:  (1)  п  (8),  получаемъ  : 
у,=3.4=12 
/5=3.8+3.(4)'=12 
/5=3.91-4-15.8.4— 10. (15)^=:--149Т 

^,=-/=-12 

В,=— »(12— 12.12)=36 

В,=— 1(— 149Т— 12Л2-І-36.12)=643. 

И  такъ  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  даннаго  уравненія 
будегаъ  ^ 
— і2г*-4-Збг-і-б43=о. 


Примѣро  II. 

Пусшь  дано  д:'*— 4^г*+4д: — 1=о.  Положивъ  въ  Формулахъ  (20)  (22),  §  31 
а^—о^а^— — 4,аз=-ь4,а/^=: — 1,находимъ: 
^^2=8,  '^з=~12,'5,,=32Ч-4=36 

•^5=— а2'^з~аз'^2=+^---12— 4.8=— 80  / 

'^в=— «.'^4— ^з'^з--«4.'^2— '4-36— 4  12+8=200 

"^',=■—«2  "^5— «3*^4 — «4*^3=4— 80— 4.36-Н1.— 12=— 416 

'^й^—б^а'^в—Яз'^^—а^'^  4. =-'-4. 200— 4.— 80+1.36=1156 

— — а^8^ — аі^^^—і. — 416—4.200+1. — 80= — 2Т84 

'5і„=—«,5д_а^5,__а^5^_=4. 1156^4.— 416+1.200=6128 

гг.-^р— Оз5^_а^5^_-+4.2184  -4.— 1156+1.— 416=— 16236 
5^  ^—_г/,'^^\„—Яз59—й5^5_=:4._-.б728— 4.2184+1.1156=39204. 
Поел ѣ  чего  по  •і>ор:м5'ламь  (1)  имѣемъ  і 
/;=4.8=32 
/,=4.36+3.8 '=336 
Уз=4.200+15.8.36  — 10(— 12)'=3680 

=4.1156+28.200.8— 56.— 80.— 12+35. (36)'=41024 

1.2    '    '       1.2.3  '     '      1.2.3.4  '     '  1.2.3.4.5'^^ 

=  4.6128+45.1156.8— 120.— 416.— 12+210.200.36  — 126. (—80)^=463232 

12.11,,  12.11.10„  ^      12.11.10.9с  с     12. 11. 10. 9. 8  ^  „ 

і.  2  ^     1.  2.  3     "    ^      1.  2.  3.4    '    '      1.  2.  3.4.5     '  ^ 

12.11.10.9.8.1  ,,,, 
1.  2.  3.4.5.6  ^  ^ 

=:=4.39204+66.6128.8— 220.  — 2184.— 12+495.1156  36— 192.— 416.— 80 

+462.(200)^=5280000 


433 

Наконецъ  по  Формуламъ  (в),  получаемъ  коеФФИЦіенгаы  : 
І5,=  — 32 

В^_——  І  (336— 32.32)-344 

^3=— -      (3680— 32.336-Н344.32)=—1312 

=  _  і  (41024— 32,36804-344.336— 1312. 32)=184 
^5--  Т  (/.ч-5/,-ь^/з+йз/.Ч-5/х) 

~       I  (463232— 32.41024+344.3680— 1312.3364-784.32)=— 128 

— І  (  5280000— 32.463232+344.41024— 1312.3680-Ы84. 336— 128. 32)=:о, 

И  такъ  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  будет ь 

— З2г5+3442^— 13122^+1842*— 1285=0. 

Это  уравненіе  дѣлится  на  2,  и  потому  имѣегаъ  одинъ  корень  =о,  т.  е. 
одна  изъ  разностей  корней  даннаго  уравненія  есть  нуль  ;  сл^Ьдовательно 
данное  уравненіе  имѣегаъ  два  равныхъ  корня.  Въ  самомъ  дѣлѣ  /{х)  имѣетъ 
производителя  {х — і)^. 

^  < 

Прѵиліѣро  III. 

Въ  уравненіи  -\-^x+К:=■о  коеФФиціенты  сушь:  а,  тгго,  «з=В. 
Формулы  {!)  (8)  даютъ 

5      ^5  3  _л  5  ,^зОРі+2дк=5дй 

5^=_д5^_Л5^=_2д»ч-зЛ^; 

/1=~6^,/,=6^=+з(— 2д)'=18д' 

у;=з(— 2д^+зк^)+15(— 4д0— 1о(— 3^)^ 
=  — (ббд +81^^^), 
Б,=бд 
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Слѣд.  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  будешъ 

§  66.  Ежели  въ  у~Р(х^^  х^^...Хп)  входитъ  только  одинъ  корень,  то 
число  значеній  у  или  степень  преобразованнаго  уравненія  будегаъ  т. 
Длн  примѣра  положимъ  ( гдѣ  п  цѣлое  число),   ш.  е.  составимъ 

уравненіе ,  котораго  корни  были  бы: 

(10)  х'і, 

Формулы  (2о)  и  (22)  §  31  ,  даюпіъ  просгаыя  симметричный  Функціи 
'^«5  ^гп>  ^ ъп1'--^(_т—1^п1  1'^}  2-Й,  3-Й,  И  т.  Д.  степбни  относительно 
корней  (іо).  Внеся  ихъ  соотвѣгаственно  вмѣсто  "5^,  5^^, 
въ  уравненія  (20)  и  въ  первое  изъ  уравненій  (22)  ,  и  замѣнивъ  въ  этихъ 
уравненіяхъ  йі,  а.г,...»,^  соотвѣтственно  коеФФИціентами  искомаго  урав- 
ненія,  которыхъ  мы  означили  чрезъ  5,,  В^,.,.В^,  мы  получимъ  урав- 
нен! я  : 

и  т.  Д. 

'\..-^^г^С„,^г,п-^В^З,^_,,,-^...-^В^_,8^^тВ^^о, 


(11)  / 


изъ  которыхъ  оііредѣлихмъ  В^,  В^,...В^^,  а  потомъ  составимъ  уравненіе 
у»-\-П,у^^-^-і-В^г'^-'^-^...-*-В^-іУ+Впь-=о. 
§  67.  Замѣтимъ,  что  когда  у=Г(х^),  тогда  преобразованное  уравнение 

[У-Р{Х,)]   ІУ^ЦХ,)]  [Г-П^.)]-[У'-^і^г,г)]-=0 

есть  не  что  иное  44)  какъ  конечное  уравненіе  отт.  исключенія  х  изъ 
у=.Р[х)  И  даннаго  уравненія /('х)=:я;'«-4-аіЛ;''*~^-ь...-+-о^=о. 

Этимъ  замѣчаніемъ  можно  возпользовагаься ,  когда  уравненіе  у-=Р{х) 
первой  степени   относительно  х.    Въ  такомъ  случаѣ  сшоитъ  только 


вывесши  изъ  эгаого  уравненія  значеніе  х ,  и  внесши  его  въ  урав- 
неніе  У^(а; }=о;  чрезъ  шо  п  )лучимъ  уравненіе  по  у,  которое  и  будетъ 
искомое  преобразованное  уравненіе.  Разсмогаримъ  подробнѣе  эшошъ  родъ 
преобразованія . 

I.  Пусшь  во-первыхъ  у=  Тгх-^Ъ ,   гдѣ  к  ѵі  Тг  извѣстныя  количества. 

у  Д 

Отсюда  выводимъ  х= — —- ,  а  потому  искомое  преобразованное  уравненіе 

л 

будешъ 


(12) 


к  ) 

кошораго  корни  суть 

(13)  кх^-\-Н,  кх^+К,  кх^-\-1г^...кх^-\-1г 

Станемъ  давать  различны/!  значенія  к  п  Ті. 
1)  Положивъ  Л=1,  корни  (13)  будугаъ 


Х^+Н,  X ^-Ѵ-ІІ^...Хт+Н, 

которые  соошвѣтственно  болѣе  или  менѣе  корней  дандаго  уравненія 
количесшволіъ  /г,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  7г  положительное  или  отри- 
цательное. Уравненіе  (12)  приводится  къ 

(14)        {у-ЬУ^'^а ,  (г-Л)'"-  ^  +а,{у^7гГ-^+. .  ,^а^^^^,{г—Н)л-а^г=о. 

Разложивъ  (^у — /і)"^,(^у — Л)'""',  и  пр.  по  Нюгаоновой  сгарокѣ  ,  и  располо- 
живъ  все  по  по  уменьшающимся  сгаепенямъ  у,  уравненіе  (14)  принимаешъ 
видъ 


у^^+ті—К) 


1)(— Л)' 
{т—і)  а, (—Л) 


ут- *  -ь, .  .-ь  ( — Л)"» 

-ья,  (— Л)'«~' 

ч-  .  .  .  . 


Разсмашривая  коеФФИціеншы  степеней  у,  видимъ: 

1-е  Послѣдній  членъ  преобразованнаго  уравнения  получится  ,  когда  въ 
данную /(х)  всшавимъ  —Л  вмѣсшо  х. 
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ш 

2-  е  КоеФФИЦІентъ  при  у  получится ,  когда  въ  производную  перваго 
порядка  /'  (х),  Бсшавимъ  —  Л  вмѣсшо  х. 

3-  е  КоеФФИдіеншъ  при  у"^  есть  — —^. 

и  га.  д.  I 


4-е  КоеФФИціентъ  при  у"  есть 


5-е  Наконецъ  коеФФиціентъ  при  у"''  '^  есть 


1.  2.  З-.тг 


1.  2.3..(т— 1) 

И  шакъ  преобразованное  уравненіе  іможетъ  быть  представлено  въ  ша- 
комъ  БИДѢ 

(15)  /(— /0+/'С— гѴі^^^Ѵ  ^^^^  утп-г^т^о. 

2)  Положивъ  въ  послѣднемъ  уравненіи 


1.2...(т— 1)      ^      ^     I  = 


выводимъ 


и  уравненіе  (15)  обратится  въ  слѣдующее 

^  /    «і^  1         ^гу^    {  а-. 

/  ^|г4-...-+-  -/'^^  ^ 

^     тпі     \     т»''  1.2...(ш— 2)         і  т 

уравненіе,  не  содержащее  члена  съ Корни  его  суть 

«і  «1  «I 
т         т  т  т 

а  сумма  ихъ  есть 

д;  т-ьд?  о  н-д^, Л7_ч  =  — «^-+-^-=0; 

^*'  т 

потому  что  х ^-\-х , >,Хт'=- — й,. 
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И  гаакъ,  -стобы  преобразовать  данное  уравненіе  /[х)=^о  степени  т  въ 
Ъругое  5  не  содержащее  степени  т — 1  неизвтьстнаго  ,   должно  каждый  ко- 

рснъ  этого  ураененіл  увелигитъ  колигестволіь  — ;  для  гего  должно  поло- 

жить  у=х-\  или  х=-у  ,  и  внести  это  знагенге  х  въ  данное  уравненге 

т  т 

/{х):=о\  искомое  уравнение  будетъ  і\у  ^|=о,  ^іли  (іб). 

Вотъ  новое  опрощеніе  уравненія  /"(л)— о  ,  и  потому  всякое  опреде- 
ленное алгебраическое  уравненіе  можно  предсшавляшь  въ  видѣ 

(1 1 )  х'^-^га  ^х"*'-  ^-\-а  3  ^:"*-  "ч-. .        ^ж+а  ^  =о. 

Чшобы  уничтожишь  въ  уравненіи  (і5)  членъ  съУ^""',  должно  положить 


1.1. ..(т—і)  2 


Отсюда  выводятся  два  значенія  для  Л ;  следовательно  мы  можемъ 
двоякимъ  образомъ  произвести  преобразованіе. 

Чтобы  уничтожить  четвертый  членъ  ур.  (15),  должно  опредѣлнгаь 
Л  изъ  уравненія  3  и  степени 


1  2...(т— 2)" 


Г 


а  потому  мы  можемъ  произвести  преобразованіе  трояки.мъ  образомъ. 

Вообш,е,  чтобы  уничтожить  въ  уравненіи  (15)  членъ  съ  у"^"' ,  должно 
рѣшить  ура,вненіе  степени  п 

1.2...(т— «)~^' 

изъ  кошораго  получится  п  значеній  для  Л;  а  потому  преобразование 
можегаъ  быть  произведено  п  образами. 

Для  уничшоженія  послѣдняго  члена  должно  рѣшить  уравненіе 

/(— Л)=(— ЛГ-ьа,(-ЛУ"-^ч-...+а;^,(^— ^)+«,„=о> 

которое  показываетъ,  что  — Л  долженъ  бышь  одинъ  изь  корней  даннаго 
уравненія. 

^8* 


Замѣшимъ,  чгао  не  всегда  можно  въ  уравненіи  (15)  уничтожишь  заразъ 
два  члена  ;  для  этого  коеффиціенты  даннаго  уравненіа  должны  удовле- 
творять извѣстному  условію.  На  пр. ,  чтобы  уничтожишь  вмѣсшѣ 
второй  и  гаретій  членъ  ур.  (15),  должно  положить  вмѣсгаѣ 


7п( — Л)+а,=о, 


т{т — і) 


откуда,  по  исключеніи  Л ,  получимъ 


условіе  ,  которому  должны  удовлетворять  коеффиціеяшы  и  а^.  Оно 
не  всегда  исполнимо  ,  а  потому  не  всегда  можно  уничтожить  заразъ 
второй  и  трешій  членъ. 

Опредѣливъ  «2  изъ  уравнения  (П)  ,  и  внеся  его  значеніе  въ  данное, 
получимъ  уравненіе 

2пг 

служащее  общимъ  видомъ  всѣхъ  уравненій  ,  кошорыя  могушъ  быть 
преобразованы  въ  уравненія  безъ  2-го  и  3-го  члена. 

З)  Положивъ  въ  уравненіи  (12)  Лс=о,  оно  обратится  въ  слЬдующее 

или  въ  слѣдующее 
кошораго  корни  будушъ : 

Они  больше  или  меньше  корней  даннаго  уравненія  ,  смотря  по  тому, 
будешь  ли  Л>  или  <1. 


/ 


ш 

и  шакъ,  чтобы  умножить  корни  даннаго  уравненія  на  к,  сшоишъ  только 
перемѣнить  л:  на  ^ ,  и  умножить  члены 

соотвѣгаственно  на 

(18)  к,к\к-,....к'^-\к'" 

Это  преобразованіе  заключаегаъ  два  замѣчагаельныхъ  случая  : 
а)  Когда  к=. — -1,  тогда  степени  (18)  будутъ 

и  данное  уравненіе  преобразуется  въ  слѣдуіощее 

(19)  г--аУ'^-^ч-«.7--'~азГ--^н-...(~1)--^а„,^,^+(-1)'Ч.-«, 

котораго  корни  суть:  --Х^^ — лГгѵ^ — -^„г*  пі.  е.  корни  даннаго  уравненія, 
взятые  съ  прошивными  знаками.  Слѣдовательно  ,  гтобы  переяітънитъ 
знаки  корней  даннаго  уравненіл  ,  должно  перемтьншпъ  знаки  гленовъ  , 
занимающихъ  гетныл  мтьста.  Когда  данное  уравненіе  четной  степени  , 
П10  послѣдиій  членъ  будетъ  занимать  нечетное  мѣсто  ,  и  потому 
сохранитъ  свой  знакъ.  Но  въ  уравненіи  нечетной  степени  онъ  будетъ 
занимать    четное  мЁсто;  слѣдовагаельно  перемѣнигаъ  свой  знакъ. 

Ь)  Если  данное  уравненіе  содержитъ  дробные  коеффиціенгаы  ,  гас  , 
приведя  ихъ  кь  одному  знаменателю,  оно  примешъ  видъ 

«о  «о  «о  «о 

Умноживъ  корни  этого  уравненія  на  а преобразованное  у равненіе  будепгь 

«о  «о  «о 

и  по  сокращеніи  всѣхъ  членовъ  на      ,  обратится  въ  слѣдующее 

кошораго  всѣ  коеФФИціенты  суть  цѣлыя  числа.  Изъ  этого  и  изъ  §  63 
слѣдуетъ  ,  что  всякое  опредѣленное  алгебраическое  уравненіе  можетъ 
быть  замѣнено  уравненіямн ,  когаорыхъ  коеФФиціеншы  будутъ  дѣнсгави- 
тельныа  и  цѣлыя  числа. 


II.  Положивъ  ,  и  опредѣливъ  отсюда  дг,  имѣемъ  х=:  ^.Внеся 

это  значеніе  х  въ  данное  уравненіе  ,  оно  преобразуется  въ  слѣдующее: 

которое  ,  будучи  помножено  на  (ру — Л)'",  даетъ  уравненіе 
(20)  {^г-^дгГ-^а,{/г^д:^'Г-'(рх-^^)-і-...+а^^^ 
Корни  этого  уравненія  будутъ 


(21)  . 


рх^-^    рx^-\^^  рх-\-д 


Замѣчательнѣйшій  случай  такого  преобразованія  есть  слѣдующій : 

Сдѣлавъ  ^=0,  Л=1,/>=1,^=о,  или  у=— ,  уравненіе  (20)  приведется  къ 

(22)  1+а,^ч-а,^'ч-...-ьа^_,7'«~'+а^^"»=о, 
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а  корни  его  (24)  оудутъ:  — ,  —     —  *>    они    называются  обратными 

X 1   X  ^  ^^т 

корнями  даннаго  уравненія. 

И  такъ,  чтобы  тюлугить  уравненге,  котораго  бы  корни  были  обратные 
корни  даннаго  уравненіл ,  стоить  только  перемтьнить  коеффиціенты 
1,  йі ,  аа,.«'^,„5  соотвтътственно  на  ,...1. 

Замтъг.  Просгаыа  симметричныя  Функціи  корней  уравненія  (22)  сугаь: 


ш 

т.  е.  простыя  дробныя  симметричныя  Функціи  корней  даннаго  урав- 
ненія,  и  потому  опредѣляшся  изъ  уравненій  (25)  §  38. 

§  68.  Преобразованіе  пред.  §  ,  имѣЕОщее  цѣлью  уничтожишь  членъ 
съ  ,  вводитъ  дробные  коеФФиціенты,  которые  уничтожатся  пре- 

образованіемъ  (  ).  Слѣдуюш;ее  замѣчаніе  облегчаешь  совокупность  эшихъ 
двухъ  преобразованій. 

Пусть  дано  уравненіе 

«о  «о  «о  «о 

Чтобы  уничтожить  членъ  съ  х^"^ ,  положимъ 

/  л  ту—а,  ^ 
(а)  х=іг  =  > 

ошъ  того  имѣемъ  уравненіе 

(^^о7— ^іГ/^і  (^^оУ— ДіГ""  (:^аоУ'—^і)  ^т 

которое,  будучи  помножено  на  тГа"^,  приводится  къ  слѣдуюш,ему 

{та^у — а ,  у^-\-та ,  {та^у  — а , )'"~ '    .  .-^-т^а^  ^  а^-=:о . 

Въ  этомъ  уравненіи  членъ  съ  у'^"*  исчезаешь  ,  а  первый  членъ  будешъ 
та^у"';  поэтому  оно  имѣешь  видъ 

оУ"'-^ё^У^'^  *-4- . .  .-ь>&  у-^1=о 

или 

тпЯд  та^     та  а 

гдѣ  та^,  §-,..Лу  I,  суть  цѣлыя  числа.  Для  уничгаоженія  знаменателя 
та^,  должно  положить 

огаъ  того  будемъ  имѣть  уравненіе 


т 

Уравненія  (а)  и  (й)  показываюгаъ,  что  для  преобразованія  даннаго  урав- 
ненія  въ  другое,  котораго  коеффиціенты  были  бы  цѣлыя  числа,  а  косф- 
Фиціеншъ  вгаораго  члена  равнялся  бы  нулю,  должно  положишь  прямо 

2  

Т=  .  Замѣшимъ  еще,  что  вмѣсшо  а„—  наименьшаго  краганаго  числа 

7па„ 

знаменателей  всѣхъ  дробей ,  можно  иногда  взять  число  меньшее. 
Сказанное  въ  этомъ  §  пояснится  слѣдующими  примѣрами  : 

Примѣръ  I. 

Чшобы  уничтожить  въ  уравненіи 

/[у^^иу^ — 8у''+20у — 16=о( смотр.  §  50,  Прим.  III) 

членъ  сь  положимъ  у= — преобразованное  уравненіе  будешь 


4:  г  2^ 


Уравненіе 


Примѣрь  II. 


8       9       5  3 

м^ч— м-  =0  (смошр.  §  63  Прим.  I) 

4       4       4  4 


ошъ  положенія  и=^у  — — преобразуется  въ  слѣдующее 

4*4  2 

^4^+^^'  — 1=0. 
4 

Чтобы  освободить  это  уравненіе  ошъ  знаменателя  4,  достаточно  поло- 

2 

жить  ошъ  того  получимъ  уравненіе 

2 

г^н-З^' — 16=0. 
Эшо  уравненіе  легко  рѣшаешся  ошносишельно  г',  и  даетъ 


Такъ  какъ  I,  у,  г   должны  быть  количества    дѣйствигаельныя  ,  гао 
положительное,    а  потому    должно    взягаь  Ѵ^ТЗ   съ        И  такъ  г= 

—  ^""^    или  приближенно:  2=І  1,6649392;  поэтому  находимъ  для 

2 

иг=.         два  значенія: 

2 

г*,  =0,3324696,  Ма=— -1,3324695; 
1— 2м 

пошомъ  для   два  значенія 

.  1-ь2м  , 

гх=0, 2012450,         — 2,2Р12450, 

и  наконецъ  получаемъ  корни  уравненія  §(л?)=о: 

^^=0,2012450-*-0,5324696.\^— 1 

Л7г=— 2,2012450— 1,3324696.  Ѵ—1. 
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ГЛАВА  ЧЕТВЕРТАЯ. 


Обь  тьисканш  равныхъ  и  мшмыхъ  корней. 

Равные  корни. 

%  69,  Мы  уже  замѣтили  въ  §  29  ,  чшо  нѣкоторые  изъ  линеиныхъ 
множителей,  сосшавляющихъ  первую  часть  даннаго  уравненіа,  могушъ 
быть  равны  между  собою,  отъ  чего  число  различныхъ  корней  этого 
уравненія  меньше  показателя  его  степени.  Посмотримъ  теперь,  какимъ 
образомъ  можно  открыть  присутствіе  равныхъ  корней,  и  ошдѣлишь  ихъ 
отъ  уравненія. 

Пусть  будетъ  дано  уравненіе 

гдѣ  показатели  р,  ^,  г,  і  больше  1,  а  сумма  ихъ  меньше  тп  —  показа- 
теля степени  этого  уравненія.  Множители  х — л?^,  х — л^і----^ — Хп  на- 
зываются кратными,  и  различаются  на  двойные,  тройные,  и  га.  д., 
смотря  по  тому,  будетъ  ли  показатель  число  2,  3,  и  ш.  д.  Тоже  самое 
говорится  и  о  корняхъ  л:, ,...л:/г .  Возмемъ  одинъ  изъ  нихъ  на  пр.  Хг, 
и  положнмъ  X — X і^-Іі',  отъ  того  имѣемъ 

/{x)  =  /{x,-^^г)=^гР(^X^X^{x-■X^...{x^X,)\x-X,^,)....{x^X^. 

Разложивъ по  сшепенямъ  /г,  находимъ  (§  18  ур.  31 ) 


±.і...р 

Такъ  какъУ^(л;)  дѣлитса  безь  остатка  на  {х — Х^У  или  ЬР;  шо  разложеніе 
/{Хі+к)  должно  имѣть  общимъ  множишелемъ,  а  это  можетъ  быть 
только  тогда,  когда 

/(л;^)=о,  /'{х^)=о,  /"{х^)=Оу,../Р~*{Хі)=о. 


и1 

\1  такъ  если         есть   р-  кратный  корень  Г(х);  то  онъ  дояженъ  уни- 

гтпожатъ  первыл   р — 1  производныл:  /'(л"),    /"(.г),   /'  (л")  У^~^(лг). 

Обратное  заключеніе  также  справедливо.  Въ  самом ь  дЬлѣ,  когда  У^'(л7і)=о, 
/^"{х^)-=о,.../Р~^{а:г)—о,  тогда  разложеніе  У(^^-і-/г)  имѣегаъ  Л^=:(^г — лг^)^ 
множителемъ;  слѣдовашельно  уравненіе  ^^{а:x+/г)=^^{x)=о  имѣегаъ  кор- 
ней равныхъ  Хт^. 

Основываясь  на  сказанномъ  въ  §  18,  имѣемъ 

^  ^    1.2.3.     ^  ^ 


^   ^  1.2...(/^-і) 

Отсюда   видимъ ,  что  имѣетъ  множигаелемъ  Л'  или  (х — лГі)'» 

/Р~''{х)  имѣетъ  множителемъ  {л — ХіУ,  и  т.  іі,.,/'{ос)  имѣетъ  множи- 
теля {х — Хі)^~^. 

Точно  такимъ  же  образомъ  найдемъ,  что  имѣетъ  множителей: 

{х — х^~'^,  {х — x^^~'^^..,(x—XпУ~'^■>  ^  потому  она  должна  дѣлигаься 
безъ  остатка  на 

(2)  В=[х—Х,)Р-\Х'-Х,)'і-'{х-'Х,у-'\..{х-ХггУ-^. 

Чтобы  обнаружить  этого  дѣлителя,  возмемъ  въ  самомъ  дѣлѣ  производ- 
ную отъ 

/{х)^{х-х  X  У{х-х,У  {х-х  3  )^ . .  .{х—ХпУ.ф{хУ 


означая  чрезъ  ф[х)  произведеніе  однократныхъ  множителей  х—х^^:^^ 
.^.Х — X  .  Эта  производная  будетъ 

ІХх^—іх—х^  У{х-х^  [х^х^ . . .  {х—ХпУ.ФХх) 

■\-ф{х)у.  производи,  (х — х^Р{х — х^У(х^х^у....{х — ХпУ, 

гдѣ  производи,  (х — х^У(х^Хг,У(х—х^у....(х—хпУ= 

(х — X ^у ....(^х—ХпУУ.  производи,  {х — ХіУ 
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т 

(х — х^)Р(х — х^)^  X  производи,  [х — х^у. 

Чтобы  опредѣлить  производныя  отъ  {х — х^у,[х — х^^,>>-.{^х — ХпУ і 
опредѣлимъ  вообще  производную  отъ  (^х — а)"\  Она  получится,  изъ  вы- 
раженія  (і8)  §  14,  если  мы  въ  немъ  сдѣлаемъ  а^^=:а,^^=.,..а^п—а>\  тогда 
всѣ  члены  этого  выраженія  обратятся  въ  {х — аУ^^^ ,  а  какъ  число  ихъ 
есть  тпу  гао 

^  производи,  (х — аУ^=т{х—а)^-^^ . 

Слѣдовательно  производныя  отъ  [х-^х^У  ^{х — X  ,  (х—х^у....[х-~Х^У 
будутъ  соогавѣтственно: 

р{х—х^)Р-'  д{х—х,У,-'  7{х-^х^'-',....і{х~х,,у-'. 

А  потому 

77роизвод.  (х^ХіУ(х — х^У  (х—х^У  ..{х—ХпУ 
=г=р{х-х ,  у- '  (х^х  ,у..  (х-х^+д(х-х,у  ( х-х  ,у- '  (х-х ,  у.  .{х-х^-^. . 
. . . +і{х—х У)^{х—х,У) '^{х^х 3 ) . , . [Х—Хп У~ ' . 

и 

/\х)  —  {х~х  У)Р\х—х  2   [х—х  уу...  /х—Хп  у .  Ф'{х) 

'\-{х—х  ^У~'  (х- X I  У~ '  .{х—х,^  У~^  ф(^х)[р{х—х  Уух—х  ^ . . . .  (х—Хп  ) 

+д{х—Хі)(х—х^...{х — Хп)+'-.-+і{х—ХіУ^х—х^)...{х—х„_і)] 

= {х—х  ,У'\х—х,у-\..  {х-Хп  У"{Ф'{х).{х—хУ){х^хУі,..{х  —х„ ) 

'^Ф{хУі){х—хУІх—хУ)..{х—хУ)-^сі{х—хУ{^х—хУ)-\-. . .-і-і{х—х^).  .{х—Хп  - 1 )]і • 

Такъ  какъ   выраженіе,    заключенное    въ  скобкахъ  |  |,  не  дѣлится  ни  на 

одного  изъ  множителей:  х — Хг,  X — х^,  х — Хп  ^         выраженіе(2}  слу- 

житъ  общимъ  наибольшнмъ  дѣлителемъ  Функцій  У{х)  и  У'{ху 

Изъ  всего  сказаннаго  слѣдуетъ:  когда  функціл  [{%)  и  ея  производная  Г'(х) 
имтъютъ  общиагъ  болыаимь  дѣлителемъ  Оі  цгьлую  функцію  х;  тогда  урав- 
нсніе  Г^х)=о  имтьетпъ  равные  корпи..  И  на  оборотъ,  когда  Г(х)=о  ііліть- 
етпъ  равные  корни;  тогда  Г(х)  и  Г(х)  гіяітьютъ  общаго  болъшаго  дтьлитё- 
лл,  который  есть  произведепіе  встьхъ  кратныхъ  множителей  Г(х),  возвы- 
шеппыхь  въ  степени  соотвѣтственно  единицею  ниже  степеней  ихь  вь  Г(х). 
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§  70.  Найдя  оощаго  большаго  дѣлишеля  (2)  Функцій  /(х)  и  /'{х),  воз- 
мемъ  частное; 

которое  есть  не  что  иное,  какъ  произведение  всѣхъ  множителей  Функціи 
/"(д;),  взятыхъ  по  одному,  а  потому  степень  этого  частнаго  будетъ 
0) — — — і)  единицами  ниже  степени  даенаго  уравненія. 

Взявши  ^' — производную  огаъ  I),  съищемъ  ихъ  общаго  большаго  дѣ- 
лителя,  кошораго  означимъ  чрезъ  І)^:  онъ  будегаъ  произведеніе  произ- 
водителей X — Хх,  X — сс^,...^ — х^^  соогавѣтственно  въ  степеняхъ  р — 2, 
д — 2,  г — 2,....і — 2,  а  потому  онъ  не  будетъ  содержать  двукратныхъ 
множителей  /  {ос). 

Пусть  будетъ  производная  оть  І)^,  а  І)^  ихъ  общій  большій  дѣ- 

литель:  онъ  будетъ  произведеніе  кратныхъ  множителей  /\х),  исклю- 
чая двукратныхъ  ,  въ  степеняхъ  р — 3,  д — Ъ^...Л — 3;  слѣдовательно  онъ 
не  будетъ  содержать  также  и  Ъ-пратныхь  множителей  /{л). 

Продолжая  шакимъ  образодіъ  далѣе,  мы  дойдемъ  наконец ь  до  І)к  — 
обш;аго  большаго  дѣлителя  Функціп  и  ея  производной  ,  кото- 

рый будегаъ  произведеніе  только  гаѣхъ  кратныхъ  множителей  / {а:),  ко- 
шорыхъ  степень  наибольшая  въ  /{х). 

Означивъ  чрезъ  Х^,  Х^,  Х^^,  X,.  соошвѣтственно   произведенгя  2- 

кратныхъ  ,  3-кратныхъ ,  и  ш.  д.  Л-краганыхь  множителей  /{ос)-> 
имѣеліъ : 

в=хГ'-  А^«і;....  хі  XI  X, 
в,-=х1-\  х^\....х,^ 


Раздѣливши  каждую  строку  на  гау ,  которая  за  ней  непосредственно 
слѣдуешъ,  находимъ: 

—•г=ХкХк^^...,Х^Х^ 


'.=х^х^_,....х, 


^^=в^=х^. 

Поступивъ  съ  этими  строками  такъ  же ,  какъ  и  съ  предъидущими, 
получимъ : 

_:__ф(,л;),-..— -Л:,,^  .^^--Л,  -р-.й._А._„В,_Х^. 

Положивъ 

ф(^х)—о,  Х^—0,   Х^-=:0,  Хі^^=0,...Хк—і=0,Хк—0, 

имѣемъ  к  уравненій  ,  которыя  содержатъ  всѣ  корни  даннаго  уравненія ; 
первому  удовлетворяютъ  только  однократные  корни  даннаго  уравне- 
нія,  второму  —  двукратные  ,  третьему  —  трикратные,  и  т.  д.,  нако- 
нец ь  послЬднему  Хк  удовлетворяютъ  к-  кратные  корни. 

Если  одна  изъ  Функцій  X і,Х^,...Хкі  на  пр.  Х„ ,  будетъ  равна  постоян- 
ному количеству  ,  то  это  знакъ  ,  что  ^^(x)  не  имѣетъ  п-  кратныхъ 
корней. 

Такимъ  образомъ  всякое  уравненіе  съ  равными  корнями  можетъ  быть 
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всегда  замѣнено  нѣсколькими  уравненіями  степеней  нисшихъ,  съ  корнями 
неравными. 

ГГриложимъ  это  отдѣленіе  равныхъ  корней  къ  примѣрамъ. 

Примѣръ  1. 
Пусть  будетъ  дано  уравнеЦіе 

—  ±3х^+9х — 2—0. 
Взявши  производную  Функцгю 

/\х)=і4:х:^  '—39л;'  'ч-бОл?'  '+20л;^+90л;*— 288л;Ч-112л:^ч-Збд;^ 
— 150л;'^ч-116л;'— Зл;=— 26л;-ь9, 

ищемъ    общаго  большаго  дѣлишеля  Функцій  У'(х^   и  /\х):   онъ  будетъ 

В=х'' — 2х^-\-Зх'^ — Зх^ — 2х — 1 . 

Послѣ   того  иш;емъ  общаго   большаго  дѣлишеля  Функціи  I)  и  ея 

производной  0'=1л'' — ±2х^+і2х^ — дх^ — 2,  и  находимъ,  что 

В^=х^ — х^—х+1. 

Обш,ій  большой  дѣлишель  Функціи  I)  и  еа  производной  П\:=3х" — 2х — 1 
будетъ 

Раздѣливши  У^(л;)  на  I),  2)  на  І)^  и  ІО,  на  І^^,  находимъ: 

/(х) 


— —х''- — х^-^х  1 
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Наконецъ  ,  по  раздѣленіи  каждой  изъ  этихъ  строкъ  на  гау ,  которая  за 
ней  непосредственно  слѣдуетъ,  мы  получимъ 

Слѣдовательно  , 

и  уравненіе  У^(а:]=о  замѣняешся  слѣдующими : 

X — 1=0,  о_,  х^-  л:ч-1=о,  х^+Зх — 2=о 

Первый  три  уравненія  даютъ~краганые  корни  ,  которые  легко  полу- 
чить ;  они  суть 

1.-1,  —■ 

Слѣдовательно  данное  уравненіе  имѣегаъ  четыре  корня  равныхъ  1,  шри 

корня  равныхъ  —±  ,  два  корня  равныхъ   ,  и  два  корня  равныхъ 

2 

1-(/-3 

 ,  сопряженныхъ  съ  предъидущими. 


Примѣръ  П. 

Возмемъ  уравненіе 

Общій  большой  дѣлитель  Функціи  и  производной  9л; ^-И 6л;' 

— г^х" — ІЗ^г^  —2{)х'^ — 20л;^-н24л;^н-14л:+Т  есть 

В—Х^-\'Х''-^Х-А-І. 
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Общін  большой  дѣлитель  Функцій  I)  и  7)'  есть  1;  слѣдовательно 
данное  уравненіе  имѣегаъ  только  двукратные  корни,  которые  получатся 
изъ  рѣшенія  уравненія  І)=о. 

Чтобы  получить  ф(х)  ,  —  произведеніе  однократныхъ  множителей  , 
раздѣлимъ  /"{х)  на  П  ,  частное  будетъ  произведеніе  всѣхъ  множи- 
телей,  какъ  кратныхъ,  такъ  и  однократныхъ,  взятыхъ  по  одному  ,  а 
потому,  если  мы  его  раздѣлимъ  на  2) —  произведеніе  кратныхъ  множи- 
телей, то  въ  частномъ  получимъ  ф(х),  которая  =х^ — 1х-\-1.  И  гаакъ 
данное  уравненіе  замѣііяется  двумя  слѣдуюш,ими: 

д:'ч-л;'-ьлч-1=о,      — іх-{-1-=о. 

Примѣръ  ПЬ  ^ 
Пусть  еш;е  будешъ  уравненіе 

— 12л;'ч-324д:'ч-81л;ч-243=о. 

Взявши  производную 

/''(л;)=12д;"-Ы^6л:'"^-360д?^^-801д?'-^968л:''^-924д;''^-288л;''— 120л;^— 12.г'' 

— 146л;'-і-648д:-Ь81, 
ищемъ  общаго  большаго  дѣлителя  П  Функцій  У'(х)  и  /'(ос)-^  находимъ 

2)=^?'' +6  л:  ^  4-2 1  ^г;  *ч-38л?Ч-5 1   "+36^+21 . 
Общій  большой  дѣлитель  О  и  производной  7)'  будегаъ 

2) , =^  ^4-4  ^7  * -М  Од:  "+6^:4-9 . 
Общій  большой  дѣлитель  2),  и  производной  ^\  будешъ 

2)2=Л7'+2д:ч-3. 

Наконецъ  общій  большой  дѢлигаельСз  и  производной  2)',  есть  единица. 
А  потому  данная  /{х)  можйпъ  имѣгаь  только  2-  кратные,  3-  кратные 
и  4-  кратные  равные  корни. 

Раздѣливши /(^)  на  2),  В  на  2)і,  2),  на  2),,  имѣемъ 

У  (х) 
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Послѣ  того  на  ходи  мъ 

/{х)  В       ,  В    В,         В,  В, 

Слѣдовашельно  /[x)—{x'^^ — ЗЛ7+3)(^'+2л:-4-з)'*^,  и  рѣшеніе  даниаго  уравненіа 
приводится  къ  рѣшенію  уравненіи: 

Второе  даетъ  два    4-краганыхъ  корня  : 

~  2        '  2 

§  71,  Когда  данное  уравненіе  имѣетъ  равные  корни  ,  тогда  разности 
и  квадраты  разностей  эшихъ  корней  будутъ  равны  нулю^  слѣдовательно 
въ  уравненіи  съ  квадратами  разностей  корней  послѣдній  членъ  будетъ 
нуль  ,  а  потому  первая  часть  этого  уравненія  должна  имѣгаь  множи- 
шелемъ  г.  Ежели  наибольтій  показатель  кратныхъ  множителей  въ  (л;) 
есть  к\  то  въ  уравненіи  квадратовъ  разностей  корней  послѣдніе  п  чле- 
новъ  будутъ  нулями;  отъ  чего  первая  его  часть  будетъ  имѣть  множигае- 
лемъ  .  Такъ  въ  примѣрѣ  II  §  65  уравненіе  квадратовъ  разностей 
дѣлится  на  г,  и  данное  уравненіе  имѣетъ  два  корня  равныхъ  1.  Изъ  этого 
вытекаетъ  способъ  узнавать,  имѣетъ  ли  данное  уравненіе  равные  корни; 
но  продолжительность  вычисленія  косФФИціентовъ  уравненія  съ  квадра- 
тами разностей  корней  дѣлаетъ  этотъ  способъ  загаруднигаельнымь. 

ІІриравнявъ  нулю  послѣдній  членъ  уравнения 

имѣемъ 


условіе  ,  которому  должны  удовлетворять  коеФФнціснты  уравненія  Згй 
степени,  не  имѣіош,аго  члена  съ  л;^. 


о  разъисканіи  лшилшхъ  корпей. 

§  72,  Ежели  данное  уравненіе  съ  дѣисшвительными  коеФФИціенпіами 
имЪепіь  мнимые  корни  вида  /ч-  и  V — 1;  гас  эти  корни  опредѣлятся 
когда  опредѣлимъ  дѣйсшвишельныя  значенія  ?  и  г/.  И  такь  посмошримь, 
какимъ  образомъ  можно  получить  уравненія,  которыхъ  дѣйсшви тельные 
корни  были  бы  значенія  Ь  т\  и.  Для  этого  мы  воспользуемся  способомъ, 
предложеннымъ  Лагранжемъ  въ  Тгаііе  йе  Та  гёзоіиііоп  сіез  щиаііопз 
^ъит€^і^иез. 

Изъ  §  30  извѣсгано,  что  въ  уравнеыіи  съ  дѣйствптельными  коеФФиціен- 
шами  мнимые  корни  всегда  бываютъ  парные;  такь,  что  если  І+иг  есть 
одинъ  корень  ущъшшл /[х)—х^'^-^а^х^~^'\-...—о,  то  і — иі  будетъ  также 
удовлетворять  этому  уравненію.  Разность  этихъ  корней  есть  — Іи.і , 
а  квадратъ  ея  отрицательное  количество  — іи^ поэтому  уравненіе  съ 
квадратами  разностей  корней  должно  имѣть  покрайней  мѣрѣ  столько 
дѣйствительныхъ  корней,  сколько  данное  уравненіе  имѣетъ  паръ  мни- 
мыхъ  корней.  Пусть 

будетъ  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  уравненія  /{х)—о  (*). 
ІІеремѣнивъ  въ  немъ  г  на  — г>,  получимъ  уравнение 

(2)  ѵ''^В^ѵ''-'^В^ѵп-"'--В'ѵ^-'+...±В^_^ѵ±В„^о, 

котораго  положительные   корни    равны   по    числовому    значенііо  отри- 

цательнымъ   корня  мъ    у  р.  (  1  )  ,   а    потому   число  ихъ   должно  быть 

не  менѣе  числа  паръ  мнимыхъ  корней  даннаго  уравненія.  Означимъ  чрезъ 

"1^2»  '^'з»"'    положительные  корни   уравненія   (2),  соотвѣгаствующіе 

мнимымъ  корнямъ,  т.    е.    различныя    значенія    квадрата    4  гг";  то 

Ѵ^ѵ,   Ѵѵ„   Ѵѵ.       ^  . 

 ,  ,  будутъ  значенія  и. 

2       2  2 

Вставивъ  (-\-и.і  ъъ/^х)  вмѣсгао  ошдѣливъ  дѣйствительнуіо  часть 
ошъ  мнимой,  приравнявъ  каждую  нулю  и  сокративъ  на  гг,  мы  получнмъ 
два  уравненія  : 

въ  которыхъ  і!7і,  І/^а,...^  ,  Ѵ",...  означаюшъ  раціоналъныя  функцін 
количества  и  и  коеФФИціеншовъ   а^,  а^,...ат  даннаго   уравненія.  Если 


(*)  Можно  предположишь,  чшо  уравненіе  {{жу=^о  не  имѣешъ  равныхъ  корней. 

20* 
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внесемъ  въ  эти  уравненія  одно  изъ  значенін  и~  ,  ;   гао  они 

2  3 

должны  существовать  вліѣсшѣ;  слѣдовашельно  ихъ  первыя  части  : 
и  'ф(і,и)  должны  иліѣть  общаго  дѣлителя.  Найдя  его ,  и  приравнявъ 
нулю,  будемъ  имѣть  уравненіе  по^им,  изъ  кошораго  опредЬлимъ  ?  по  и. 
Когда  всѣ  значенія  и,  выведенныя  изъ  уравненія  (  2  ),  не  равны  адежду 
собою;  то  каждому  изъ  нихъ  будегаъ  соотвѣтствовать  только  одно 
значеніе  с,  а  потому  общій  большой  дѣлитель  ^{і,и)  и  'ф(і,и)  долженъ 
быть  первой  степени.  И  гаакъ ,  увѣрившись ,  что  всѣ  положительные 
корни  уравиенія  (2)  неравные,  должно  продолжить  нахожденіе  общаго 
большаго  дѣлнгаеля  до  остатка  первой  степени  относительно  і;  прирав- 
нявъ  его  нулю,  С  выразится  раціональною  Функціею  и.  Когда  же  и  имѣетъ 
нѣсколько  значеній  равныхъ,  на  пр.  /л;  тогда  каждому  изъ  нихъ  будут ь 
соотвѣтсшвовагаь  различныя  значенія  (  (•).  Вставивъ  это  краткое 
значеніе  и  въ  уравненія  (З)  ,  они  должны  существовать  вмѣстѣ  при  // 
различныхъ  значеній  і ,  а  потому  первыя  ихъ  части  будутъ  имѣшь 
общаго  большаго  дѣлителя  степени  у.  относительно  і.  Слѣдовательно 
нахождение  обш^-іго  большаго  дѣлителя  Функцій  ^[і,и)  и  'ф(1,и)  должно 
продолжать  до  остатка  степени  /л,  и  приравнять  эгаошъ  осшатокъ 
нулю;  чрезъ  пю  мы  будемъ  имѣть  уравненіе  для  опредѣленія  /л  значеній 
г,  соотвѣтствующихь  //=  кратному  значенію  и. 

Если  всѣ  значснія  е  неравныя  и  не  равны  дѣйствигаельнымъ  корнямъ  ; 
то  ясно  ,  что  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  не  будетъ 
имѣть  никакихъ  другихъ  отрицательныхъ  корней,  кромѣ  — 4м і  — 4«2 
такъ,  что  число  этихъ  корней  будетъ  равно  числу  паръ  мнимыхъ  кор- 
ней даннаго  уравненія.  Но  когда  нѣкоторыя  изъ  количествъ  е  равны 
дѣйствительнымъ  корнямъ  или  равны  между  собою  ;  то  число  ошрица- 
тельнъіхъ  квадратовъ  разностей  ,  будегаъ  болѣс  числа  паръ  мнимыхъ 
корней  въ  данномъ  уравненіи.  Въ  самомъ  дѣлѣ  ,если  напр.  ^=а^,  означая 
чрезъ  а,  дѣйсшвительный  корень  даннаго  уравненія  ;  то  квадраты 
разностей  — а^ч-гг^ги^^ — — и^і  будутъ  — и^^, — Их^.  Слѣдоваілельно, 
когда  данное  уравненіе  имѣетъ  только  два  мнимыхъ  корня  :  (^-{-и^Ѵ — 1, 

— и^Ѵ — 1,   и  притомъ  (^^—а^;   тогда  уравненіе    съ    квадратами  раз- 
ностей будетъ  имѣть  три  отрицательныхъ  корня:— 4Иі, — "і'» — 
изъ  которыхъ  два  равны  между  собою,  а  трешій  вчетверо  больше  ихъ» 

И  такъ,  когда  уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней  имѣетъ  три 
отрицательныхъ  корня,  изъ  которыхъ  два  равны  между  собою;  то  дан- 
ное уравненіе  имѣетъ  либо  три  пары  мнимыхъ  корней  ,  либо  одну. 

(^^)^Ё]слибы  нѣкоторыя  изъ  знач^еній  (  были  равны  между  собою;  тогда  уравненіе 
/(^х)—-.о  имЬло  бы  равные  ^щімые  корни. 


Еслн  данное  уравненіе  шіѣешъ  чешыре  мнимыхъ  корня  ^^-ьг^^г,  — и^е, 
і^-\-и^і^І^ — и^і  ,  то  урапненіе  квадрашовъ  разностей  имѣешъ  два  отрица- 
шельныхъ  корня  — 4Мі', — 4г<а°)  и  если  і^—а^^,  гао,  кромѣ  этихъ  двухъ 
корней,  оно  еще  имѣетъ  два  слѣдующихъ:  — гг^-. — м^*.  Къ  этимъ  кор- 
нямъ  присоединяются  еще  два  другіе  :  — Мд', — «з',  въ  случаѣ  і^г=^а^. 
Наконецъ  если,  кромѣ  того,  еще  Іі=.1^,  то  четыре  квадрата  разностей: 

приводятся  къ  чешыремъ  дѣйсшвигаельнымъ  ошрицательнымъ  количе- 
сгавамъ : 

Изъ  сказаннаго  заключаемъ: 

1)  Въ  случаѣ  неравпыхъ  отрицательныхъ  корней  уравненія  съ  ква- 
дратами разностей  ,  число  этихъ  корней  равно  числу  паръ  мнимыхь 
корней  даннаго  уравненія. 

2)  Когда  нѣкоторые  изъ  отрицательныхъ  квадратовь  разностей  равны 
между  собою  ;  тогда  каждому  изъ  неравныхъ  квадратовъ  разностей 
соотвѣтствуетъ  пара  мнимыхъ  корней  даннаго  уравненія  ,  а  каждой 
парѣ  равныхъ  квадратовъ  разностей  соотвѣтствуетъ  или  также  одна 
пара  мнизіыхъ  корней  ,  или  ни  одной.  И  такъ  два  равныхъ  отрицат. 
квадр.  разн.  даютъ  или  четыре  мнимыхъ  корня,  или  ни  одного;  три 
равныхъ  отриц.  квадр.  разн.  соотвѣтствуютъ  или  шести  мнимымъ 
корнямъ,  или  двумъ.  Четыре  равныхъ  отрицательныхъ  квадрата  раз- 
ностей даютъ  или  8  ,  или  4  мнимыхъ  корня,  и  га.  д. 

Пусть  на  пр.  — ѵ  и  — ѵ  будутъ  два  равныхъ  отрицательныхъ  корня 
уравненія  съ  квадратами  разностей  ;  тогда  ищемъ  общаго  большаго 
дѣлителя  Функцій  'В,[с,и)  ір^іуіі),  и  продолжаемъ  дѣйствіе  до  остатка 
второй  степени ;  приравнявъ  его  потомъ  нулю  ,  получимъ  уравненіе  для 
опредѣленіс  значеній  і.  Эти  значенія  могутъ  быть  или  дѣйствишельныя 
или  мнимыя  ;  пусть  въ  первомъ  случаю  они  будутъ  и  (^,  гао  мы 
получимъ  четыре  мнимыхъ  корня: 

Во  второмъ  случаѣдва  равныя  значенія  —ѵ  не  будутъ  соответствовать 
ни  одной  парѣ  мнимыхъ  корней. 

Когда  уравненіе  съ  квадратами  разностей  имѣегаъ  три  равныхъ 
отрицательныхъ  корня:  — ѵ, — ѵ, — ѵ;  тогда  нахожденіе  общаго  большаго 
дЬлигаеля  продолжаемъ  до    остатка  3-й  степени  ,  вносимъ  въ  него  Ѵѵ 
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вмѣсто  и,  и  приравниваемъ  его  нулю;  чрезъ  гао  будемъ  имѣть  уравненіе 
3-й  степени  ,  изъ  котораго  опредѣлимъ  три  значенія  і.  Если  они  всѣ 
дѣйствительныя  ,  гао  — ѵ  соошвѣшсшвуетъ  шести  мнимымъ  корнямъ  ; 
если  же  только  одно  значеніе  і  дѣйсгавительное,  то  будемъ  имѣть  только 
одну  пару  мнимыхъ  корней. 

Разсуждая  гаакимъ  образомъ  ,  мы  всегда  будемъ  въ  состояніи  опредѣ- 
лить  число  мнимыхъ  корней  и  значенія  ихъ  ,  когда  мы  будемъ  умѣть 
Бычислятъ  дѣ|іствительные  корни. 

§  73,  Этотъ  способъ  по  трудности  сосшавленія  уравненія  съ  квадра- 
тами разностей  тяжелъ  въприложеніи  къ  уравненіямъ  высокихъ  степеней, 
а  потому  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  выгоднѣе  пользоваться  слѣдующимъ: 

Исключивъ,  по  §  50,  изъ  уравненій  ^(е,и)=о  и  ір{і,и)=о  одно  изъ  коли- 
чествъ:  і  или  и,  на  пр.  мы  получимъ  два  уранвенія  Лл_і=о  и  Л^—о'у 
одно  по  і  п  и,  а  другое  только  по  и.  Такъ  какъ  для  I  \\  и  должно 
брать  только  дѣйствительныя  значенія,  то  должно  отъискать  только 
дѣйствительные  корни  уравненія  В.^^=о,  и  внести  ихъ  потомъ  въ  урав- 
неніе  Кп-і—о;  чрезъ  то  получимъ  уравненія,  когаорыхъ  дѣйсгавительные 
корни  будутъ  дѣГіствительныя  значенія  (. 

§7-^*Въ  этой  Главѣ  я  имѣлъ  цѣлью  показать,  что  изъисканіе  какихъ 
бы  гао  ни  было  корней  всегда  приводигася  къ  изъисканію  дѣйсшвительныхъ 
неравныхъ  корней. 

И  гаакъ,  чтобы  умѣгаь  рѣшигаь  данное  уранвеніе  ,  остается  только 
узнать,  какимъ  образомъ  вычисляются  дѣйсгавительные  корни;  мы  это 
узнаемъ  въслѣдующей  главѣ. 


ГЛАВА  ПЯТАЯ. 


О  быхислеиіа  ^ѣйствіітелъныхъ  корней. 

Предѣлы  корней. 

%  7й»  Прежде,  нежели  присшупимъ  къ  изъисканію  дьйствительныхъ 
корней  ,  займемся  изъисканіемъ  ихъ  предѣловъ,  га.  е.  шакихъ  двухъ 
количесгавъ  ,  изъ  кошорыхъ  одно  болѣе  нѣкогаорыхъ  корней  ,  а  другое 
менѣе  ихъ.  Предѣлы  раздѣляюшся  на  общіе  и  частные  ;  къ  первымъ 
относятся:  і)  тѣ,  между  которыми  содержатся  всѣ  дѣйствищельные  кор- 
ни; 2)  тѣ ,  между  которыми  содержатся  одни  положительные  корни 
и  З)  тѣ  ,  между  которыми  содержатся  одни  отрицательные  корни, 
Втораго  рода  предѣлы  суть  тѣ,  которые  содержатъ  по  одному  только 
дѣйствительному  корню.  Займемся  сперва  общими  предѣлами. 

§  76.  Пусть  I  и  — І  будутъ  предѣлы  всѣхъ  дѣйствительныхъ  корней 
уравненія 

гдѣ  а^,  а^^...а^  означаютъ  дѣйствительные  корни,  а  і^,  {^,...1^,,  , 
и^,...и^   дѣйсшвитсльныя   количества  ,   входящія    въ  составъ  мнимыхъ 
корней:  і^-^и^г,  I ^-л-и^і,. .  .і-і^-^и-рі. 
Внеся  I  вмѣсшо  х  въ  ^{х)^  имѣемъ 

/С/)=(/_а,Х/-а,)...(/-аД(/-^)  =  +г.,=]  [(/-^) ^ -нгг , ^ ]...[(/- 

Такъ  какъ,  по  положенію  ,  /  болѣе  всѣхъ  действительны хъ  корней  ;  то 
разности  I — а^^,^ — а^,..1 — всѣ  положигаельныя.  Множители  [х — ? 
[х — і  ^у^-\-и1^...[а; — остаются  положительными  для  всякаго 
дѣйсгавительнаго  значенія  х.  И  такъ  результатъ  /(Г)  есть  произведе- 
ніе  только  положительныхъ  количествъ,  а  потому  онъ  самъ  положигаель- 
носГ  количество. 

Ясно,  что  всякое  количество  Ь>1  нмѣегаъ  то  же  свойство  ,  что  и 
Вставивъ  1  въ  /(ос)  вмѣсто  л,  имѣемъ 
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Разности  — /' — а^,  — ^ — а^^  — I' — а,,... — 1'—ац  ьсѣ  отрицательный  : 
это  ясно  для  разностей,  соотвѣтствующихъ  положительнымъ  корнямъ» 
но  какъ,  по  положенію  ,  числовое  значеніе  I'  болѣе  числовыхъ  значеніи 
всѣхъ  отрицагаельныхъ  корней,  то  разности,  соотвѣтствующія  эшим|ь 
корнямъ,  также  отрицательный.  И  гаакъ  произведенія. 

(  1  )  (-Г-аО  (--г'_а,)...М'-ѵ) 

состоитъ  только  изъ  отрицательныхъ  множителей.  ГГроизведеніе 
[( — — (хУ+иІ]  [( — I' — е^у+иІ]...[( — 1 — всегда  положительное; 
слѣдовательно  знакърезультатаУ^( — I')  будешь  зависѣть  отъ  знака  произве- 
денія  которое  бываетъ  положительное  ,  когда  число  дѣйствительныхт^ 
корней  четное,  а  отрицательное  въ  противномъ  случаѣ.Но  число  дѣйстви- 
тельныхъ  корней  бываетъ  четное  или  нечетное,  смотря  по  тому,  будетъ 
ли  степень  даннаго  уравненія  четная  или  нечетная;  слѣдовательно  ре- 
зз^льгаатъ  /'{ — 1)  будегаъ  положительный  ,  когда  степень  /(^г)  четная, 
а  отрицательный  въ  противномъ  случаѣ. 

Ясно,  что  то  же  свойство  принадлежитъ  всякому  количеству — 11<-1' . 

На  оборотъ  ,  если  положительное  количество  .  I  и  всякое  количество 
большее  ,  будучи  вставлены  вмѣсто  х  въ  /  (д: )  ,  даютъ  результаты 
положительные,  отличные  отъ  нуля;  то  I  будетъ  высшій  предѣлъвсѣхъ 
дѣйствительныхъ  корней. Въ  самомъ  дѣлѣгпо  положенію  никакое  количество 
і>/ не  можетъ  дагаь  /(і)г=:о,  а  потому  между  ?  и  нѣтъ  дѣйстви- 
тельныхъ  корней;  они  всѣ  меньше  I,  Равнымъ  образомъ,  если — 1  и  всякое 
количество  — 11  < — будучи  вставлены  вмѣсто  ^с,  обращаютъУ(л7)  въ 
положительное  число ;  то  — есть  низшій  предѣлъ  всѣхъ  дѣйсгави- 
тельныхъ  корней. 

§  77,  Данное   уравненіе  отъ  перемѣны  х  на  преобразуется  въ 

слѣдующее 

котораго  дѣйствительные  корнн 

будутъ  всѣ  отрицательные,    когда  а^,  а^.  Если  притомъ  I 

болѣе  всѣхъ  дѣйствительныхъ  количествъ   шо  разности: 

/—Г,,  Г—?,,  ?— 

Г 
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бЗ'душъ  положишельныя  ;  слѣдов.  /{у+Т)  будешь  произведеніе  только 
положительныхъ  количесшвъ,  и  не  должно  иліѣть  членовъ  съ  ( — ),  т.  е. 
коеффиціеншы  его 

1.2  1.1...{т—1) 

должны  быть  Бсѣ  положительные. 

Обратно,  если  /,  будучи  вставлено  вмѣсшо  х  въ  рядъ  Функцін 

даегаъ  для  нихъ  результаты  пололсишельные  ;  тогда  I  есть  высшій 
предѣлъ  всѣхъ  дѣйствительныхъ  корней  ур.  / {а:)^о.  Въ  самомъ  дѣлѣ: 
тогда  функція  / [у+І)  будетъ  имѣть  только  положительные  члены,  а 
потому  не  можетъ  обрандаться  въ  нуль  ни  для  какого  положишельнаго 
значенія  у\  слѣд.  всѣ  дѣйсгавительные  ел  корни 

должны  быть  отрицательные  ;  для  чего  I  должно  быть  болѣе  всѣхъ 
корней  даннаго  уравненія.  Изъ  эгаой  теоремы  вышекаеть  Нютоновъ  сгю- 
собъ  нахожденія  высшаго  предѣла  всѣхъ  дѣйствительныхъ  корней.  Онъ 
состоиіпъ  въ  томь  ,  чтобы  вставлять  поел ѣдова тел ьно  положительныя 

числа  1,  2,  3         въ  Функціи  ^' (х\  /\х)  начиная  съ  послѣд- 

ней,  до  тѣхъ  поръ,  какъ  найдемъ  число,  которое  для  всѣхъ  этихъф  унк- 
ціи  даешъ  результаты  съ  -ь.  Для  примѣра  возьмемъ  уравненіе,  помѣш,ен- 
ное  въ  ^^7шорі)саАъной  Ариолшпиктъ  Иютопа 

/(^)=г^5.— 2^:"^— 10л:^+30л:'-+-вЗл:' — 120=о. 

Производныя  этого  уравненія  ^будушъ  : 

/"(^г:)=2  О  ^г;  ^  — 2  4  ^г: = — 6  0^+6  О 
/  "'(^)=б  Ол:  ^ — 48  Х— 6  О 

/\х)—110. 

Всшавивъ  1  въ/'"  {х)  и  /"'{х),   находимъ,  чшо/"'(х)  отрицательная,  а 
потому  данн.  уравн.  имѣешъ  положительные  корни,  превышающіе  единицу. 
*  21 
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Положнвъ  л:  =  1,  п.мѣемъ: 

/"\>)=60.2'— 48.2— 60— 84 

/"(^)=г20.2'  — 24.2^— 60.2  +  60— 4 

/'(^)=5.2''^— 8.2^— 50. 2  =+60.2+63—19 

/(л:)=2^— 2. 2^—10. 2^+30. 2  =+63. 2— 120  — 46, 

результаты  всѣ  положительные;  слѣдовательно  2  есть  высшій  предѣлъ 
Бсѣхъ  дЬЙствительныхъ  корней  даннаго  уравненія. 

§  78,  Этотъ  способъ  даетъ  предѣлъ  весьма  близкій  къ  корнямъ  ;  но 
онъ  не  удобенъ  по  своей  продолжительности.  Поэтому  въ  нѣкоторыхъ 
случаяхъ  предпочитаютъ'  слѣдующіе  способы  ; 

і)  Неравенство  У(/)>о  пли 

(2)  Г>— а,Г-^— й,Г-=— ЯзГ'-^— а,,^ 
будетъ  удовлетворено,  когда  удовлетворено  неравенство 

(3)  Г">-а„Г-'  ^а,Г-^-а^'^-^^...-.ап, 

гдѣ  есть  отрицательный  косФФиціентъ ,  имѣющій  наибольшее  число- 
вое значеніе.  Въ  самом ь  дѣлѣ:  во  второй  части  неравенства  (2)  нмѣюш- 
ся  положительные  и  отрицательные  члены  ,  а  вторая  чаешь  нера- 
венства (з)  содсржіітъ  только  положительные  члены,  которые  всѣ  бо- 
лѣе  пожительныхъ  членовъ  въ  (2);  отъ  того 

и  неравенство  (2)  всегда  существуегаъ  вмѣсгаѣ  съ  (з). 
Вторая  часть  неравенства  (з)  есть  не  чшо  иное,  какъ 

_„„(Г"-.+Г-'-.. . .ч-1)=_„  =^«/1=^» , 


а  потому 


—а, Л" 


1-1  1-1 


Когда  />1,  тогда  —^ — ][~'^~7 — 1  1 — 1*      можно  положить 


'ібЗ 

1'"^=^  "    ИЛИ  1  =1^;  откуда  /— Слѣд.  /(±—а„]>0. 
1—1  1—1 

ІТосмошримъ,  выведенное  значеніе  для  I  будешь  ли  удовлетворять  не- 
равенсшвамъ : 

/'{1]>о,  /"{П>о,  /"\1)>о,.../"'-'{1)>о. 
Первое  изъ  нихъ  приводится  къ 

т^"-^>-{{т—1]а^"'-^Цт^2)а,  I  ^„,^а^^_^\, 
гдѣ  вторая  часть,  какъ  легко  видѣть,  меньше  суммы 
}  (  т—І^Г''  ''+(т-2)Г-' +. .  .+1 ! , 

которая  меньше 

Слѣд.  неравенство  /{1]>о  будетъ  удовлетворено,  когда  удовлетворено 
неравенство 


гпГ-г>-ап[т^іІ^^—~\ 


т{1—1)    "         т{1—1)  ' 
но  последнее  удовлетворяется,  когда  возьмемъ 

/пг—іГ"-^ 


Ы  и  Г- 
а  тѣмь  болѣе,  когда  сдѣлаемъ 


7П 


П-і' 


т\  Ѵ^-^ 
\гп]  1—1  1—1 


21^ 


Докажемъ  вообще,  чшо 

/''(1)—т{^т—±).. .  )^'«-"н-(т— і). . . .  {т—к]а ,  ч- 

(ш— 2). . . . {т-'7і—±)а^''-''-' .+^(^— 1). . ..2.1. 

будетъ  положительная  для. 1 — а^. 

Это  будешь  тогда,  когда  1=:± — а,і  удовлешворлешъ  неравенству 

777(т_1 ). . .  (т— .^-Ы)Г-«>— { (/п— 1). .  (т— 70Г-'^' - ' 
Но  вторая  часть  меньше  суммы 

которая  віеньше 

— й„  |(т— іХ/гг— 1). . . .(т— Л)  (^-^— ^  1 ; 
поэтому  /''''(7)>о  удовлешворишся ,  когда  будетъ  удовлетворено  неравен- 


ство 

\ 

~  т 


{т—\\..{т—к-\-\)  Г'~''>— «-„(т— 2). . .{іп^кІ    ^    ^  \ 


или 

іт — к 


т—кГ-'"    т-к— а,, 

і   -т— :  '-Т~7' 

]  т  I — 1       ѵг  1—і 

а  для  того  можно  положишь 

»  йг„  ^ — ш.  е.  1=±—а,і. 

И  шакъ  х—±~ап  для  каждой  изъ  производныхъ  Функцій  даеть  резуль- 
гаатъ  положительный,  а  потому  количество  1 — (§  П)  болѣе  всѣхъ 
дѣйствительныхъ  корней.  Это  выраженіе  высшаго  предѣла  дано  Маклоре- 
ііеліъ.  Оно,  хотя  получается  съ  перваго  взгляда  на  уравненіе;  но  имѣешъ 
шу  невыгоду,  что  не  гаакъ  близко  къ  корнямъ,  какъ  Ніотоново. 

2)  ГІодобнымъ  пугаемъ  вюжно  вывести  Роллево  выраженіе  для  I,  завися- 
щее ошъ  мѣсгаа  пѳрваго  отрицашельнаго  коеффиціенша. 

Означимь  чрезъ  Ог  первый  отрицательный  коеФФиціеншъ,  га.  е,  гаогаъ, 
который  множишь  а  чрезъ  а^^  отрицательный  коеФФИціенгаъ,  имѣ- 


ющій  наибольшее  числовое  значеніе ;  тогда  количество  удовлешво- 
ряющее  неравенству 

(4)  ^>^ап(Г-'^+^-''-'^^-...-^М) 

удовлетворишь  неравенству 

Г>~.а,  Г-'--«г+,Г-'--'— .. . . . .— а,„, 

а  тѣмъ  болѣе  слѣдуюш,ему 

^>-а,^-^-а^-'-а^"-'-..■■а,„^^-а„„ 
га.  е.  /{Г)>о\ 

потому  что 

Неравенство  (4)  приводится  къ 


1  >' 


7М-^  "Л 


/— 1  /_і 


откуда  видно,  что  для  /  можно  взяшь  значеніе  >1,  удовлетворяющее 
условію 


1-1 

которое  по  сокращеніи  на  даетъ 

(5)  Г-'>_._^  или  (/—1) 

а  потому  можно  положить 

1/'-!=:— д„  или  іУ=— 

г 

откуда  /=И-ѵ^ — 
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Ясно,  чшо  всякое  количество>1-ь\/ — Оп  будегаъ  имѣшь  свойство  удовле- 
творять  неравенсшвамъ  (4)  (5),    а  потому   и  неравенству  І{Ѵр.о\  слѣд. 

—        — йп  есщь  высшій  предѣлъ  всѣхъ  дѣиствительныхъ  корней.  Мож- 
но въ  эшомъ  еш,е  увѣриться,  доказавъ,  что  найденное  значеніе  /  удовле- 
творяетъ  неравенствамъ:  /\і)>о,  /"{1>о,..,./''^~^{1>о. 
Для  уравненія 

х^'+а:'' — ^іх"" — 100+800=0, 

по  Ніотонооу  способу  высшій  предѣлъ  есть  1 

—  Маклореневу  101 

—  Роллсву  І+Ѵ/ІОО  или  84. 

Послѣдній  ближе  къ  корнадіъ,  нелсели  101- 

Когда  косффиціентъ  втораго  члена  даннаго  уравненія  отрицательный, 
тогда  Роллевь  предѣлъ  соБпадаегаъ  съ  Маклорсневыліъ. 

З)  Вогаъ  еш,е  два  способа  находить  высшій  предѣлъ  корней,  имѣющіе 
Бъ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  преимущество  предъ  предъидущими.  Они  при- 
надлежать   Г-ну  Вену  (•). 

а)  Первый  пзъ  иихъ  сосшоптъ  въ  слѣдующемъ  :  если  будешь  от- 
рицательный коеФФИціентъ,  имѣіош,іи  наибольшее  числовое  зчаченіе  ,  а 
Ор  наибольшій  положительный  коеФФИціентъ,  изъ  коеФФиціеншовъ,  пред- 

ТП—  7' 

шесшвующихъ  первому  отрицательнозіу  члену  ОгоС      ;  то  можно  взяшь 

ар 

Чшобы  I  и  всякое  количество  большее  было  высшимъ  предѣломъ  корней, 
доллсно,  чшобы  /  [1^>о  или 

(6)  Г+й ,Г- ^-ь. . .+ар Г-Рл-. ..-^агГ- '>'-агГ''-—. • . . .— 

но  это  нераЕснство  будетъ  удовлетворено,  когда 

ті-ѵ          г-,т—г                    пШ—п  „ 
арі         — а  I  йпі       — ....  

а  шѣмъ  болѣе,  когда 


(*)  Виііёііп  с1е8  зсіепсез  Маііістаіісіиез,  РЬузІдиез  еі  СЫц1І^ие.  1825  Гі-  Ю. 


Такъ  какъ         Г'-''-. . .  .-"^ Г""- , .  .-^<— « ч-;-  " 
а'  йр  «і> 

ИЛИ 


ап[   1—1  )  1^1 


Для  чего  позволительно  допустишь 


откуда 


іт-г^  г  "'\  :  , 


Ь)  Второе  выраженіе  предѣла  гораздо  ближе  къ  корнямъ;  оно  сходно  съ 
Роллевыліь. 

Неравенство  (б)  удовлетворится,  когда  будетъ удовлетворено  слѣдующее: 


Раздѣливъ  обѣ  части  этого  неравенства  на  ар.  имѣемъ 


1> 


но  послѣднее  удовлешворишся,  если 


сдѣлавъ 
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н  положивъ  для  сокращенія   ~=^^,  вторая  часгаь  нераванства  (т)  об- 

ратигпся  въ 

Ясно,  что  это  количество  меньше  единицы,  а  потому  положеніе  (з)  удо* 
влетворяетъ  неравенству    (з);  следовательно  также   и  неравенству  (б). 

1 

И  такъ  выраженіе  /=Ц-   можепіъ  служить  высшиаіъ  предѣлолгь 

корней. 

Для  уравненія 

по   Ніотонсву   способу  высшій   предѣлъ  есть  3, 

—  Маклореневу  1+20=21 

3 

—  Роллеву.  И-ѵ'20  или  4 

(    1-му  1+4=5 


Венову 


Изъ  сравненія  этихъ  способовъ  мы  виднмъ,  что  послѣднін  удобнѣе  всѣхъ 
прочих.ъ.  Встрѣчаются  случаи ,  вь  когаорыхъ  оба  Веновы  способа  со- 
впадаіотъ,  такъ  на  пр.  для  уравненія 

+5  Ол' +6  О^г;  ■— 9  О  ^г:— 6  0=0, 

по   Ніотопову  способу  вЬісшій   предѣлъ   есть  2 

—  Маклореневу  1+90=91 

—  Роллеву  І+х/ЭО  или  С 

„         (1-му   .  1-^1^=1 

—  Ьенову}  I 

(2-му  

§  79.  Въ  нѣкошорыхъ  частныхъ  случаяхъ  бываетъ  удобенъ  слѣдуіо- 
щій  оборотъ  для  отъисканія  высшаго,  предѣла  корней: 

Положимъ  сперва,  что  послѣ  перваго  отрицашельнаго  члена,  всѣ  про- 
чіе  также  отрицательные;  означивъ.  сумму  положишельныхъ  членовъ 
чрезъ  X,  а  сумму  ошрицательныхъ  чрезъ  У,  нмѣемъ 
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Пусть  послѣдній  членъ  въ  ^будешъ  а^_^,х^' \  сдѣлавъ  общимъ  мно 
жителемъ,  получаемъ 


X 

Частное  —    содержитъ  только  положительныя  степени  х  ;  напротпвъ 

ос 

у 

того  — '    содержитъ     только     отрицательный  ;     слѣдовательно  когда 

X  Г 

X     Бозрастаетъ     положительно  ,      тогда      —  увеличивается  ,  а  — - 

X  ,  У 

уменьшается,  или  —  остается  постоя ннымъ  (когда  т=-гп),  а—  узіень» 

У  ^  ^ 

шается,  или  наконецъ  —  остается  постояннымъ  (когда  г—1)  ,  а  — „ 
х^  ^  '  X 

X  У 

увеличивается.  Во  всѣхъ  этихъ  случаяхъ,   вставляя  въ  . — у  вмѣ« 

сто  X  положительныя  числа  о,  1,  2...,  можно  дойти  до  числа  ^г=/,  ко» 
X  У 

торое    даетъ  — р> — и  ясно,  что  всякое  количество,  которое  больше 

X  X 

его,  будещъ  иліѣть  то  же  свойство;  слѣд,  между  I  п  ф  не  будетъ  ни  одного 

X  У 

количества,  которое  бьі  давало  ■ —  —■=20,  а  потовіу  /будешъ  высшій 

предѣлъ  всѣхъ  корней  ур.  /[х)=о. 

Когда  въ  /{х)  положительные  и  отрицательные  члены  въ  какомъ 
нибудь  порядкѣ;  такъ  ,  что  послѣ  положительныхъ  членовъ,  слѣдуютъ 
отрицательные,  а  послѣ  отрицатольныхъ  положительные;  гао,  означивъ 
сумму  положительныхъ  членовъ  до  пе  рва  го  отриц,  опять  чрезъ  X,  а  сум» 
му  всѣхъ  отриц.  чрезъ  У,  мы  имѣеімъ  выраженіе 

Х-У  , 

которое  по  раздѣленіи   на  х^\  низшую  степень  неизвѣсшнаго  въ  X, 
приводится  къ  слѣдующему 


хЧ 


X— Г, 

22. 


т 

X  ^  у 

гдѣ  —  оудетъ  только  заключать  положительныя  степени  х,  л  отри- 
те'" X 

цательныя.  Ясно,  что 
У 

—  <-аг^,х-'—аг+,х~'-'  — V  ^ 

X  У 

а  потому  чио-ю  х—1,  удовлетворяющее  неравенству  — > —  или  ^ — У>о , 

х'^  х^ 

тѣмъ  болѣе  должно  удовлетворить  неравенству 

—>—аг.^^х   ^—аг+^х-^—.,.^а^^_^х-^''  ^^—а,,,х  ' 

X  У 

т.  е.  /(^сс)>о.   Прптоліъ  всякое   число  х>1   также    даетъ  —  7г>  о» 

X  X 

Слѣд.  не  только  /,  но  и   всякое   число даетъ  для  /{х)  результатъ 
іюложигаельныи,  а  потому  I  есть  высшш  предѣлъ. 
Таким ь  образомъ  въ  уравненіи 

х'^ — Ъх^+Іх^^  —  Ъх—Ѣ—о, 

взявши  выраженіе  X — У=х'^  —  з^г' — Зл: — 8,  которое  гораздо  проще  неже- 
ли    (л?),  всшавляемъ  въ  него  послѣдовагаельно  :    О,  1,   2         вліѣсто  л?,  и 

находимъ,  чшо  оно  отъ  Л7— 4,  получаегаъ  положительное  значеніе;  слѣдо- 
вагаельно  4  можетъ  служить  высшимъ  предѣломъ  положительныхъ  корней. 

Можно  иногда  съ  выгодою  употрёблягаь  слѣдующій  оборотъ  :  пер- 
вую часть  уравненія  раздѣлимь  на  нѣсколько  положительныхъ  частей, 
помѣщая  въ  каждую  одинъ  или  нѣсколько  положительныхъ  членовъ  и 
нѣсколько  отрицательныхъ  ,  въ  которыхъ  степени  х  были  бы  ниже  , 
нежели  въ  первыхъ.  Ясно,  что  если  положительное  число  х—І^  дѣлаетъ 
всѣ  эти  части  отдѣльно  положительными,  а  потому  и  самуюУ^(а:)  ;  піо 
всякое  число  >1  будетъ  имѣть  то  же  свойство  ;  слѣдовательно  /  можно 
принять  за  высшій  предѣлъ.  Въ  предъпдущемъ  прнмѣрѣ  первая 
часть  уравненія  раздѣляется  на  двѣ  части  :  х'* — Ъх^  и  Іх'^ — Ъх — 8  ; 
первая  изъ  нихъ  при  х=Ъ  будетъ  нулемъ,  а  вторая  -ѵ  і ,  а  потому  3  есть 
высшій  предЬлъ. 

Э  80.  Если  въ  уравненіи  У" {л)— о  перемѣниліъ  .я?  на  — х ;  то  положи- 
тельные корни  преобразованнаго  уравненія  — х)—о  будутъ  равны  по 
величинѣ  отрицательнымъ  корнямъ  даннаго  уравненія  (  §  34  ),  а  потому 
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отрицательный  корень  ,  имѣющтй  наибольшее  числовое  значеніе  въ  ур. 
/ (.г) — будетъ  наибольшій  положительный  корень  въ  уравненіп  — х)~о. 
Найдя  высшій  предѣлъ  положишельныхъ  корней  послѣдняго  урав- 
ненія,  и  взявши  его  отрицательно,  получимъ  количество  — і!  ,  которое 
меньше  всѣхъ  корней  даннаго  уравненія,  т.  е.  низшЫ  ихъ  предѣлъ. 
Перемѣнивъ  въ  уравненіи 

знаки  членовъ  чейіныхъ  мѣстъ,  мы  получимъ  уравненіе 

/(— ^)=^с  ^н-Зл;  ч-2л: =н-ЗЛ7— 8=0, 
ч 

для  котораго  высшимъ  предѣломъ  всѣхъ  корней  можетъ  служить  ч-і  ; 
слѣд.  — 1  есть  низшін  предѣлъ  всѣхъ  корней  ур.  /[х)=.о.  И  такъ  всѣ 
корни  даннаго  уравненія  заключаются  между  4  и  — 1. 

Такъ  какъ  I  и  всякое  количество  большее,  будучи  вставлено  вмѣсто  х 
въ  рядъ  Функцій: 

/-(^^),  /'"-'(-л:)  /'(-^),  /(-^), 

даетъ  результаты  положительные  ,  то  это  а  количество  служить 
высшимъ  предѣломъ  корней  каждой  изъ  этихъ  Функцій,  а  потому  — /' , 
будетъ  низшій  предѣлъ  корней  каждой  изъ  Функцій: 

и  будучи  вставлено  вмѣсто  х  въ  эти  Функціи,  долженъ  дашь  (§  Т6) 
результаты,  поперемѣнно  положительные  и  отрицательные,  а  именно: 

+  -  +  — ...  (±), 
(смотря  потому  сгаепеньУ^(л:}  будетъ  ли  четная  или  нечетная).  Наоборотъ 
всякое  число  — которое,  будучи  вставлено  вмѣсто  х  въ  рядъ  Функцій 

/""{х), /"'-^(х),..../Хх),  /{х) , 

даетъ  для  нихъ  результаты  поперемѣнно  то  съ  ■+-  то  съ  — ,  должно 
быть  менѣе  всѣхъ  корней.    Въ  самомъ  дѣлЬ :    перемѣцивъ   х  на  у — 
/'(х)г=о  преобразуется   въ  уравненіе 

котораго  коеФФиціенгаы  поперемѣнно  положительные  и  отрицательные. 
Такое  уравненіе  не  можетъ  имѣть  ошрицательныхъ  корней ;  потому  что 


для  отрицательныхъ  значешй  у  первая  часть  будегаъ  сумма  коли» 
чествъ  съ  одинакими  знаками;  слѣдовашельно  не  будешъ  нулемъ.  Озна* 
чивъ  опять  чрезъ 

а,,  а.^,  а,^...а^,  С^^+и^Ѵ — 1,  1  ^+и     —  ± ,  ...і  ^+и^Ѵ—і  , 

всѣ  корни  даннаго  уравненіа,   уравненіе  (э)  прнмешъ  видъ 

и  дѣйсгавигпельные  корни  его  :  '^^ 

І+а^,  /-ьа,,  /-Ьйз,  

должны  быть  йсѣ  положительные,  а  для  того  /'  должно  быть  болѣе  чис^ 
ловыхъ  значеній  всѣхъ  отрицательныхъ  корней  даннаго  уравненія;  слѣд. 
— будешъ  ыенѣс  всѣхъ  корней,  ш.  е.  будегаъ  низшимъ  ихъ  предѣломь. 

^  81.  Чтобы  опредѣлишь  низшін   предѣлъ  положиніельныкъ  корней  , 
ш.  е.  положршісльное   число  ,    которое  меньше  ьсѣхъ  положительныхъ 
1 

корней,  положимъ         — ;  отъ  того  получимъ  уравненіе 

Означпвъ  чрезъ  а^,  а2,...а^  дѣйствительные  корни   даннаго  уравненія  , 

корни  преобразованпаго  будушъ  — ,   —  ,  — .    Наибольшій    изъ  нихъ 

соотвѣшсгявуешъ  наименьшему  положительному  изъ  предъидущихъ.  Пусть 

у  будешъ  выспіій   предѣлъ  корней   ур.  ^^  [— |=о  ;  то  ясно,  что  —  меньше 

нан:менъшаі^о  изъ  положительныхъ  корней  даннаго  ур.  ,  а  потому  онь 
есть  нпзшій  предѣлъ  положительныхъ  корней. 

Высшій  предЬлъ  ошрицаТгпельныхъ  корней  получится,  когда  у  р. 
/{а;)~о  преобразуемъ  въ  — а;)—о,  и  низшій  предѣлъ  положительныхъ 
корней  послѣдняго  ур.  возьмемъ  отрицательно.  Это  легко  объяснить  : 
напменьшій  положительный  корень  у  р.  /[^ — л?)— о  соотвѣшсшвуешъ  наи- 
большему отрицательному  корню  ур.  /{а:)=^о  ,  и  ніізшій  предѣлъ  поло* 
жительыыхъ  корней  предъидущага  уравненія  будегпъ  болѣе  всѣхъ  ошрнца- 
гпельныхъ  корней  даннаго  уравнения.  Такимъ  образомъ  найдсмъ ,  чіпо 
для  уравнения 

^ ' +2л^ — 1  О^г:  * +3  О  ^17 ' +6  3      1 2  О— о. 
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Мйзшій  предѣлъ  положительны-чъ  корней  (  употребляя  способь  Ролля  ) 
есгаь       а  высшій  предѣлъ  ошриц.  корней  есгаь  — 

§  $3ь  Свойства  предѣловъ  ведутъ  къ  весьма  важнымь  закліоченіямь» 
Прежде  нежели  мы  ихъ  изложимъ,  докажемъ  слѣдующую  теорему. 

^Есм  по  вставкѣ  вліѣсто  х  въ  первую  хасть  даинаго  уравненіл  двухъ 
колигеспгвъ  а  и  Ь ,  жы  полугимъ  результаты  съ  проттныліи  знаками ;  то 
уравненіе  необходияіо  должно  илітътъ  по  крайней  лігьртъ  одипъ  д/ъйст- 
вителъный  корень,  заклюгающійсл  жежЪу  а  г*  Ь.  Лагранжъ  доказываешъ 
это  слѣдуюш,им'ь  образомъ  (*)  : 

Означимъ  чрезь  Р  сумму  всѣхъ  положищельныхъ  членовъ,  а  чрезъ  іѴ 
сумму  всѣхъ  огарицательныхъ,  положимъ  для  перваго  случая,  что  апЬ 
суть  два  положительныя  количества,  изъ  когаорыхъ  а  меньшее,  и  что, 
по  всгаавкѣ  а  вмѣсто  X  въ  Р — N=^/{00)^  мы  получили  резульгаашъ 
У(а)=іР — ІѴ"<о  ,  а  по  всшавкѣ  5  вмѣсто  х,  результатъ  У^(о>)— Р — -^>о  ; 
такь,  что  въ  первомь  случаѣ  Р<Ш,  а  во  второмъ  Р>^.  Такъ  какъ  Р  п  N 
содержашъ  только  положительные  члены  ,  то  каждое  изъ  этихъ  коли- 
чесшвъ  будеть  непрерывно  возрастать  съ  непрерывнымъ  возрастаніемъ 
X  отъ  а  до  й;  но,  чтобы  Р,  будучи  меньше  ІѴ  ,  сдѣлалось  больше  ІѴ  , 
оно  должно  возрастать  бысшрѣе  нежели  ІѴ,  и  при  частномъ  значеніи  а:  , 
заключающемся  между  а  п  должно  сдѣлагаься  равнымъ  N.  Это  неравно- 
мѣрнос  возрасшаніе  количесшвъ  Р  п  N  Лагранжь  сравниваешъ  съ  движе- 
ніемъ  двухъ  іпЬлъ ,  выражаясь  слѣдуюш,ими  словами:  «сіеих  тоЬіІез  , 
«  ^и'оп  зирройе  рагсоагіг  ипе  тёше  Іі^пе  сіапз  Іе  шёте  зепз  ,  еЬ  ^иі  , 
л  раіЧапІ  а  Іа  Гоіз  сіе  сісих  роіпіз  (ііГГегепІз,  аггіѵепі;  еп  тёше  Іешрз  а  сіеих 
«  аиігез  роіпіз,  шаіэ  сіе  п«ааіёге,  ^ие  сеіиі  диі  ёіаіі  й'аЬоМ  еа  аггіёге  зе 
в  Ігоиѵе  епзиііе  ріиз  аѵапсё  ^ие  Гаиіге,  сІоіѵепЬ  песеззаігешепі;  зе  гепсопігег 
в  сіапз  Іепг  сЬегаіп.»  Частное  значеніе  зс  ,  при  кошоромъ  Р=]У,  есть 
слѣдовательно  корень  ур.  1{рс)-=^о  ,  содержащіися  между  а  и  Ъ.  То  же 
самое  должно  быть,  если  по  всгаавкѣ  а  вмѣсшо  найдемъ  Р — іѴ>о,  а 
по  всшавкѣ  Ь  в.мѣсшо  х  ,  найдемъ  Р — і\Г<о  :  тогда  въ  первозіъ  случаѣ 
Р>ІѴ,  а  во  вшороліъ  Р<М\  слѣдовательно  съ  возрасшаніемъ  х  ошъ  а  до  Ъ, 
количество  ІѴ"  должно  возрастать  бысгарѣе  нежели  Р,  и  для  нѣкошораго 
значенія  х,  средняго  между  а  и  5,  оно  должно  достигнуть  равенства  съ 
Р ,  ш.  е.  должно  быть  /[х)=Р — іѴ=о. 

Если  одно  изъ  количесшвъ  а  п  Ъ  или  оба  отрицашельныя;  то,  взявши 
положительное  количество  Л,  такое,  чтобы  числовое  его  значеніе  было 
болѣе  а  и  Ъ,  мы  будемъ  имѣшь  два  положительныя  количества  /і-\-а  и 


(*)  Тгаііё  сіе  1а  гёзоіиііоп  (Іез  ёс|иаІіопз  питё^і^иез.  Коіе  ргетіеге,  ра^е  1)$, 
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Преобразовавши  данное  ^равненіе  У^(д?)=:о  въ  Т[у — К)— о,  и  вставивши  въ 
послѣднее  Лч-а  и  к-\-Ь  вмѣсгао  у,  получимъ  результаты  /[7г+а — Л)  и 
(Л+й — Л),  шѣ  же,  что  и  огаъ  непосредственной  вставки  а  п  Ь  вмѣсто  х 
въ  У  (л)',  но  какъ,  по  положенію,  шли  результаты  должны  иімѣшь  про- 
тивные знаки,  то  ур.  — Л)=о  должно  имѣть  по  крайней  мѣрѣ  одинъ 
корень  между  Л+а  и  /і+і.  Означивъ  эгаоть  корень  чрезъ  Л-ьа,  имѣемъ 
(^/і+а — /г)—  У(а)г=:о;  слѣд.  данное  уравненіе  /(^х)~э,  имѣеть  корень  а 
между  а  ѵ.  Ь. 

И  такъ  вышесказанная  теорема  доказана,  какія  бы  ни  были  коли- 
чества а  и  Ь.  Изъ  этой  теореоіы  и  изъ  свойсгавъ  предѣловъ,  вытекаютъ 
слѣдствія : 

1)  Если  ур.  У(л')=о  нечетной  степени,  то  вставивши  вмЬсшо  а:  вые- 
шій  и  низшій  предѣльт  всѣхъ  корней,  по  §  Т6  получимъ  результаты  съ 
прошивными  знаками;  слѣд.  у  р.  негетлой  степени  имтъепгъ  по  крайней 
жпртъ  оЪинь  дтьйствителъный  корень.  Это  согласно  съ  §  10. 

2)  Уравнеиіе  нечетной  степени  имтьеть  покрайней  аітьрть  одинъ  дгъй- 
ствителъный  корень  съ  противнымъ  знакомь  послпднеліу  глену  а^^.  Вь 
самомъ  дѣлѣ:  і)  когда  послѣдній  члснъ  положительный;  тогда,  сдѣ- 
лавь  х-=о  и  х-= — 1\  получимъ  результаты  а^^  и  — Ѵ)  съ  прошивными 
знаками  ,  а  потому  уравн.  имѣешъ  одинъ  корень  между  о  и — ш.  е. 
отрицательный.  2)  Если  а^^^  отрицательный  ;  то,  по  всшавкѣ  о  и  I 
Бмѣсшо  X,  получимъ  опять  результаты  съ  противными  знаками,  а 
потому  уравн.  имѣешъ  корень  между  о  и      ш.  е.  положительный. 

3)  ^равненіе  гетной  степени ,  которого  послтьдній  глень  отрицатель' 
7іый,  илтеть  покрайней  лтргъ  два  корня  :  одань  положительный,  а  дру. 
гой  отрицательный.  Чтобы  это  доказать,  положимъ  х:=-1  и  а:= — I' ; 
результаты  У^(^)  иД — /')  будушъ  положительные,  а./{о]г=а^  ошрица- 
гаельный  ;  слѣдователъно  уравненіе  изіѣешъ  одинъ  корень  между  о  и  I, 
а  другой  между  о  и  — ш.  е.  одинъ  отрицательный,  а  другой  положи- 
тельный. 

8^ .  Результаты  ^/^(я)  и  У  (^)  будушъ  съ  одинакими  или  съ  прошивными 
знаками,  смотря  потому,  будетъ  ли  между  ап  Ъ  заключаться  четное 
или  нечетное  число  корней.  Положимъ,  что  между  а  \і  Ъ  заключается 
нечетное  число  корней:       ,   а,,  а  ,....а  ,  то 

г* 

Всшавивъ  а  іл  Ь  вмѣсшо  х,  имѣемъ 


т 

/(  а)=(а— а , а ,  )(а—а^), . . .  (а— а^)(р(а) 

/(5)=(^-аО(^-аО(5-аз)...,Г5-а)^ф(й). 

Знаки  ф(а)  и  должны  быть  одинакіе,  потому  что  въ  протнвномъ 

случаѣ  (Р(д:)  имѣли  бы  еще  корень  между  а  и  5;  знаки  же  каждыхъ 

двухъ  соошвЬтственныхъ  множителей  (а — а^)  и  (5 — а^'),(а-а^)іі{^Ь — а^) 
и  пр.  противны.  Такъ  какъ  число  множителей  (а — а.і),(а — а.^)...  нечетное, 
шо  произведенія  (а — а^)(^а — а,)...  и  — (^іХ^ — «з)"»  имѣютъ  противные 
знаки.  Слѣд.  знаки   результашовъ  /(^)  б^^душъ  также  противные. 

Отсюда  также  видно  ,  что  если  между  а  и  6  нѣшъ  ни  одного  корня  , 
или  число  ихъ  четное;  то  / (а)  и  (/5)  имѣіошъ  одинакіе  знаки. 

Сказанное  въ  двухъ  послѣднихъ  §§  приводишъ  насъ  къ  заключеніямъе: 

1)  ^^равненіе  шгетной  степени  имгъеть  негетное  гисяо  дгьйствительныхъ 
корней.  Если  послтъдній  глень  такого  уравненія  отрицательный  ,  то  оно 
илітъетъ  негетное  гисло  положительныхь  корней.  Если  же  послтъдній 
"сленъ  положительный ^  то  гисло  отрицательныхъ  корней  будеть  не- 
гетное. 

2)  Ъь  уравнеиш  хетной  степени,  гисло  дѣйствителъныхь  корней  лю- 
жетъ  быть  только  гетное.  Если  послтъЪній  глень  такого  уравненіл  от- 
рицательный ,  то  число  положительны а:ъ  и  гисло  отрицательныхь  корней 
суть  гисла  негетныл.  Если  же  послтъдній  глень  положительный  у  тогда 
гисло  положительныхь  и  гисло  отрицательныхь  корней  суть  либо  нули, 
либо  гисла  гетныя. 


Соизліѣриліые  корни. 

§  85.  Пусть  дано  уравненіе  съ  дЬйствишельными  соизмѣримыми  косф- 
Фиціентами;  ежели  они  дробные,  гао  приведя  ихъ  къ  одному  знаменате- 
лю, и  помноживъ  все  уравненіе  на  этого  знаменателя,  оно  примегаъ 
видъ 

{{х')^а^  х^'^-^а  ^х"^~^+а^х''^~^+....  і  х-і-а^^=о , 

гдЬ        а^,  «2,. а^  означаюшъ  цѣлыя  числа. 

Соизмѣримые  корни  этого  уравненія  могушъ  быть  или  цгьлые  ,  ила 
дробные.  Займемся  сперва  цѣлыми.  Пусть  а  будегаъ  одинъ  изъ  нихъ,  шо 

отсюда 
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и 

а 

следовательно  часганое  ^  должно  быть  цѣлое  числа, 
<^ 

а 

Ііоложивъ  — =^Е'^,  имѣемъ 
а 

откуда 
и 

а 

поэтому  — - — -'і^т  есть  цѣлое  число.  Означивъ  его  чреаъ  .^^,  имЬемь 
а 

откуда 


а. 


е.-^'"^^-^^-1  должно  быть  цѣлое  число.  Продолжая  шакимъ  обрааом-ь 
а 

далѣе,  доходимъ  до  цѣлаго  числа 

откуда  наконецъ  имѣемъ   

а 

И  гаакъ,  чтобы  цѣлое  число  а  было  корнемъ  данйаго  уравненш,  оно 
должно  удовлетворять  условіямъ: 

а  а  а 

гдѣ  ^,,  Е^....Е^^г  суть  цѣлыя  числа.  Эгаи  условія  можно  выра- 
зить слѣдующими  словами: 
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Чтобы  цѣлоегисло  а  было  корнемь  Ъаннаго  уравненія^  должно:  і)  гтобы 
оно  дтьлило  безъ  остатка  послтъдпій  хлень\  2)  гастное  этого  Ъгъленів,  сло- 
женное съ  коеффиціентоліъ  при  х,  должно  также  дгьлитъсл  безъ  остатка 
на  а;  З)  это  новое  гасптое,  сложенное  съ  ко(ффиціентоаіь  при  х^,  опять 
должно  Ътълитъсл  безъ  остатка  на  а,  и  т.  Э.^  4)  наконецъ  ліы  должны 
дойдтидо  гастиаго,  которое,  буд/ги  сложено  съ  коеффиціешуголіъ  приуі"''^^ 
и  потоліъ  раздгьлено  на  а,  даетъ  въ  гастноліъ  косффиціентъ  перваго  глетш 
съ  знаколіь  противныліъ. 

Это  даегаъ  способъ  для  ошъискангя  цѣлыхъ  соизліѣриліыхъ  корней  дан- 
наго  уравненія.  Вошъ  въ  чемъ  онъ  состоитъ: 

Отъискавши  всѣхъ  цѣльныхъ  дѣлишелей  послѣдняго  члена,  должно  ихъ 
написагпь  съ  ч-  и  съ  — ,  и  взяшь  только  шѣ,  которые  содержатся  меж- 
ду общими  предѣлами  положигаельныхъ  н  огарицагаельныхъ  корней;  по- 
гаомъ  испытать:  которые  изъ  этихъ  дѣлптелей  будутъ  удовлетво- 
рять вышесказанны мъ  условіямь  ?  Тѣ,  которые  удовлетвори юшъ  на- 
шимъ  условіямъ,  суть  цѣлые  соизмѣримые  корни  даннаго  уравненія. 

Дѣлителей  +1  и  — 1  можно  испытать  ,  вставляя  ихъ  вмѣсгао  х  въ 
данное  уравненіе. 

Для  примѣра  возьмемъ  уравненіе 

Зл;*^+5л;'—23^Г '+14.27—24=0. 

Высшій  предѣлъ  положишельныхъ  корней  по  Венову  способу  есть  ч-З,  а 
низшій  предѣлъ  отрицашельныхъ  корней  есть  — 9.  Числовое  значеніе 
низшаго  предѣла  положительныхъ  корней  и  высшаго  предѣла  отрица- 
тельныхъ  корней  менѣе  1.  И  такъ  должно  испытать  всѣхъ  дѣлигаелей 
числа  24,  заключающихся  между  +3  и — 9;  они  сушь:  -4-2,  — 1,  — 2, 

— 3,  — 4,  — 6,  — 8.  Внеся  +1,  а  потомъ  — і  вмѣсшо  х  въ  данное 
уравненіе,  находимъ,  что  они  ему  не  удовлешворяюшъ.  Остается  испы- 
тать дѣлишелей : 

+2,  — 2,  —3,  — 4,  —6,  —8. 


Внеся  ихъ  въ  Е 


вмѣсшо    а,  находимъ  соотвЬтсшвенно  ча- 


а  а 
стныя  : 

^і— — 12,  +12,  +8,  +6,  +4,  +3. 

Придавши  къ  каждому  изъ  этихъ  чиселъ  коеФФиціеншъ  а  _^-=й!з  =  14, 
получаемъ 

23 
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^Е',+аз=ч-2,  +26,  +22,  +20,  +18,  +П. 

Условіго   —цгълому  гислу=.Е ^  дѣлигаели — 3    и  — 8  не  удовлетво» 

а 


ряюгаъ,  а  прочіе  даюгаъ : 

-=^+1,  —13,  —5,  — 3, 


Придавши  къ  каждому  изъ  этихъ  чиселъ  коеФФИціеніпъ  а,^-=. — 23,  нахо- 
ди мъ  : 

^,,+«2=— 22,  — 36,  — 28,  — 26  ■ 

Е^-і-а^ 

Условію   =-^3  Дѣлишсль  — 6  не  удовлетворяетъ,  а  остальные:  2, 

а  ^ 

—  2,  к  — 4  даюшъ: 

^з=— ^  11,+18,  —Т. 

а 

Придавши  къ  этиімъ  числамъ  кобФФиціеншъ  0^=5,  имѣемъ 
^з+а^т^— 6,    +23,  +12. 

^з+^і 

Наконецъ  находимъ,  что  у&.50вію   = — — 3  удовлешворяюшъ 

а 

только  дѣлишели:  +2  и  — 4.  И  шакъ  данное  уравненіе  имѣешъ  два  цѣ- 
лыхъ  соизліѣрпмыхъ  корня:  +2  и  — 4.  Разделивши  первую  его  чаешь  на 
(лг — 2)(л:+4),  и  приравнявши  часшное  нулю,  получимъ  уравненіе 


^х"" — л:+3=о, 


І±Ѵ^— 35 


которое  даегаъ   ,  два  остальные  корня  даннаго  уравненш. 

6 

^  86.  Если  а  есть  корень  даннаго  уравненія;  гао,  какъ  извѣстно,  /"{^) 
дЬлигася  на  а: — а  безъ  остатка,  и  даегаъ  вь  часшномъ 

а  „  <Г ~ '  +[а „  а+а ,  )а:'^~  *+(а „  а  '  +л ,  а+а    ^г"» -=+... 

...+(я„а      *+а^а       +...'7„і  _а)<^+я„а     ^+я^а''"    -+...+я^_,  =о. 

Ежели  а  есть  дѣйсшвительное  цЬлое  соизмѣримое  число;  гао  коеФФИціеіі- 
ты  эгаого  часшнаго  должны  быть  также  дѣйспівигаельныя   цѣлыя  соиз- 
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мѣримыя  числа.  Наіідя  а  по  правилу,  изложенному  въ  предъидущемъ 
мы  будсмъ  знать  цѣлыя  числа  Е^,  Е^^  Е^^,..Е^^_^^ — а^^  который,  какъ 

легко  видѣгаь,  суть    косФФИщенты  часшнаго  — ^ — ,  взятые  съ  знакомь 

X — а 

противнымъ;  и  такъ 

(1)  1^^а^х'"-^—Е^^^х^~--.„-'Е-^х-'-~Е,х--Е^=^о. 

X — а  ■  ^ 

Чтобы  а  былъ  кратный  корень  даннаго  уравненія,  онъ  долженъ  удо- 
влетворять уравненію  (і),  а  для  того  должны  быть  удовлетворены 
условія  : 

(2)  -:^=в.,^!і=^=<..,'-2=^=е  '-а^і=^=_^„, 


а  а 


гдѣ  ^і,       ез,...е^_2  суть  цѣльтя  числа. 

Чтобы  а  былъ  3-кратный  корень  даннаго  уравненія,  или  2-краганый 
корень  уравненія  (2),  онъ  долженъ  удовлетворять  условіямъ: 


(3)  _!і.=е.,і^=..,1і--^ 


И  т.  д.  Для  примѣра  пусть  будетъ  уравненіе 

Дѣлители  послѣдняго  члена  — 9,  суть  ч-9,  н-3,  +1,  — 1,  — 3,  — 9.  Выс- 
шій  предѣлъ  положительныхъ  корней  (по  Роллю)  есть  Ц-У^|<3.  Низшіп 
предѣлъ  отрицательныхъ  корней  есть  ■=.'].  Дѣлители  ч-1  и  — 1  не 

удовлегаворяютъ  данному  уравненію,  а  потому  остается  испытать 
только  дѣлнтеля  — 3,  для  котораго  находимъ: 

„      — 9  ^      Ч-З+З  ^      —2+5  ^  —1+31 

—12+24 

 ^ — = — 4— — «„.   Слѣд.  — 3  есть  корень  даннаго  уравненіе.  Внноя 

значенія  Е^^,  Е Е Е^  ѵі  а  ьъ  условія  (2),  получаемъ: 
+3  +1+2  —1+1  0+12 

23» 


1 
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Первое  изъ  условій  (з)  не  удовлетворено.  И  шакъ  — 3  есть  2-кратный 
корень  даннаго  уравненія.  Частное  огаъ  раздЬленія  /{х)  на  [х+ъу  бу- 
дешъ 

ш.  е.  ^іх^+а: — і— о. 

§  87.  Изъисканіе  дробныхъ  соизліѣриімыхъ  корней  основывается  на  слѣ- 
дующей  теоремѣ: 

Если  въ  уравнеліи  съ  цтълыліи  соизмгьримыми  коеффиціенталіи,  коеф- 
фиціентъ  перваго  %лена  есть  единица-,  то  оно  не  люжетъ  іімтътъ  дроб» 
ныхъ  соизлігьримыхъ  корней.  Это  доказывасшся  слѣдующимъ  образоліъ : 

^  а 

Положимъ,  что  несократимая  дрооь  -  есть  корень  уравненіа 

(4)  х"'-^а^х"'~^'^а^х'"~^'і-...+а^^_^х+а^г=о, 

въ  когаоромъ  а^,  а ^,...а,^^_^^^  а^^^  суть  цѣлыя  числа;  то  будетъ 

отсюда  выводи мъ 

а  а  сь  а  / 

Помноживъ  обѣ  части  этого  равенства  на  ^3"*~^,  имѣеліъ 
а'" 

„  а». 
Ясно,  что  это  равенство  не  возможно;  потому  что  первая   часть  — 

а 

есть  несократимая   дробь,  а  вторая  ціілое  число.    Слѣдоватсльно  —  не 

можетъ  быть  корнемъ  уравненія  (4) 

Всякое  уравненіе  съсоизмѣримыми  цѣлыми  коеффиціентами  иліѣеть  видъ 

а  о х^'^-^а ,  .^х^~  *-+-..  — о. 

Еже.ш  а„  неі=:1;  то  полож.ивъ  х=^~ ,  лреобразуемъ  (§  6Т  ;3,5)  данн.  ур. 
въ  слѣдуюш;ее 
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котораго  соизмѣримые  корни  должны  быгпь  всѣ  цѣлые,  и  пошоліу  най- 
дутся по  способу  предъндущаго       Означимъ  ихь  чрезь  Гі,  г^, — г,,;  гас 

въ  слѣдсгавіе      = — ,  корни  даннаго  уравненія  бѵдутъ:  — ,    —  — і-. 

Иоъ  этого  выводнмь  правило  для  отьнсканіа  дробныхь  соизмѣрнмых.ъ 
корней  даннаго  уравненія  : 

Найдя  цѣлые  соизмѣримые  его  корни,  освобождаемъ  его  огаъ  нпхъ  ; 
если  въ  новомъ  уравненіи  коеФФііціенть  перваго  члена  не  есть  еди- 
ница,  то  оно  можетъ  имѣть   дробные   соизмѣримые  корни.    Для  оть- 

у 

исканія  этихъ  корней,  полагаемъ  и  ищемъ  по  правилу  предъидущ.  § 

цѣлые  соизмѣри.мыс  корни  преобразованнаго  уравненія,  которые,  будучи 
раздѣлены   на  даютъ  дробные  соизмеримые  корни  даннаго  уравне- 

нія.  Нѣкоторые  изъ  послѣднихъ  люгз'шъ  быть  кратные,  и  это  можетъ 
быть  только  тогда,  когда  корни  уравненія  по  у  суть  кратныя.  Чтобы 
это  узнать,  должно  приложишь  къ  уравненію  по  у  правило  предъ- 
ндущаго §. 

Отъиш,емъ  всѣ  соизмѣримые  корни  уравнения 

— x'^—^x^'^x'' — Т^г— 6  -О. 
Высшій  предѣлъ  положительныхъ  корней  есть  <5,  а  низшій  предѣлъ 

отрицательны хъ  =і-+Ѵ^>3.  Дѣлітіели  послѣдняго  члена  — 6,  заключа- 
іощіеся  между  этими  гіредѣлами,  суть:  +3,-ьЗ,+1, — 1,-2;  данное  уравненіе 
не  удоВѵіетворяегася  положеніемъ  — 1,  а  потому  остается  только 

испытать  дЬлишелей:  ч-3,-ь2, — 2.  Для  нихь  находихгь  результаты; 

Ч-З,  —2,  —  9,  —3, 
+2,  —3,      —10,   — 5, 

—2,  +3,       —  4,  +2, 

И  такъ  данное   уравненіе    имѣеть   только   одинь  цѣлый  соизмѣримый 

корень  Ч-2,  который  не  можетъ  оыть  кратнымъ,  потому  что  — = — — 

не  есть  цѣлое  число. 

Освободивши  данное  уравненіе  оть  корня  +2,  получаемъ  уравнение 

(5)  2^г'М-3^'+2л;''+5л:+3:=о, 


-2,      »        -  .  . 

—4,   —2,     --6,    —3,        —4,  —2 

+3,      ^  *  *  * 
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которое  можетъ  имѣть  дробные  соизмѣримые  корни.  Чтобы  ихъ  отъ- 

У 

искать  ,  полагаемъ  а:  =  ~,  отъ  того  уравн.  (5)  преобразовывается  въ 
2 

слѣдуюпдее 

(6)  7^4-3/^+47 '+207+24=0. 

Это  уравненіе  не  можетъ  имѣть  полол^ительныхъ  корней:  всѣ  его  чле- 
ны положительные,  а  потому  они  ни  отъ  какого  положительнаго  коли- 
чества не  могутъ  взаимно  уничтожаться.  Чтобы  найдти  низшій  пре- 
дѣлъ  отрицательныхъ  корней,  перемѣнимъ  въ  ур.  (б)  у  на  — у' ,  имѣемъ 

(!)  /'^—3/^+4/'— 20/+24=о 

или 

/ЧУ-3)+4/(/-5)+24=о. 

Отъ  положенія  У=или>5,  первая  часть  этого  уравненія  обращается  въ 
положительное  количество;  поэтому  5  (§  19)  есть  высшій  предѣлъ  по- 
ложигасльныхъ  корней  уравненія  а — 5  низтій  предѣлъ  отрицатель- 
ныхъ корней  уравн.  ("6).  И  такъ  для  отъисканія  цѣлыхъ  соизмѣримыхъ 
корней  уравненія  (б)  должно  испытать  только  тѣ  дѣлители  послѣдня- 
го  члена  24,  которые  содержатся  между  О  и  —  5;  они  суть:  — 1,  — 2, 
— 3,  — 4.  іу= — 1  не  удовлетворяетъ  уравн.  (б),  прочіе  же  дѣлители 
даютъ  результаты : 


■^.+4, 

и^з+З,      — «0 

—2,  —12, 

8, 

-4, 

0 

0, 

+2, 

—3,  —  8, 

+12, 

-4, 

0 

0 

+3,  —1 

—4,  —6, 

+14 

*  *5 

отсюда  видимъ,  что  уравненіе  (б)  имѣетъ  только  одинъ  цѣлый  соиз- 
мѣримый  корень  — 3;   слѣдовательно  данное  уравненіе  имѣетъ  одинъ 

дробный  соизмѣримыи  корень  —  . 

2 

Отдтьленіе  корней. 

(Способъ  Лагранжа). 

§  §8.  Найдя  по  изложеннымъ  правиламъ  соизмѣримые  корни,  всегда 
можно  освободить  отъ  нихъ  данное  уравненіе,  а  потому  впослѣдсшвіи 


мы  будемъ  полагать ,  что  всѣ  дѣйсгавительные  корни  даннаго  уравне- 
нія  несоизмѣримые.  Если  мы  знаемъ  гастные  предѣлы  одного  изъ  эгаихъ 
корней;  то,  сближая  ихъ  ,  мы  болѣе  и  болѣе  будемъ  приближаться  къ 
точному  значенію  корня.  На  этомъ  основано  приближенное  вычисленіе 
несоизмѣримыхъ  корней;  оно,  какъ  мы  замЬтили,  требуегаъ,  чтобы  из^ 
вѣстны  были  частные  предѣлы  искомаго  корня.  И  такь  займеліса  те- 
перь отъисканіемъ  частныхъ  предѣловъ  всѣхъ  дѣйсгавительныхъ  корней, 
или  отдтъленіеліъ  (бёрагаііоп)  этихъ  корней. 

§  89.  Варингь  (*)  первый  показалъ  возможность  отдѣленія  корней 
помош,ію  низшаго  предѣла  положишельныхъ  корней  уравненія  съ  квадра- 
тами разностей.  Этотъ  способъ  усовершенствованъ  Лагранжеяіь^  и  по- 
тому получилъ  названіе  отъ  имени  знаменитаго  Геометра.  Вотъ  вь 
чемъ  онъ  сосшоитъ : 

Означимъ  чрезъ 

(1)  а,,  а„  аз,....а^ 

всѣ  дѣисгави шальные  корни  уравненія  /  (^)=:о ;  ихъ  можно  принять  за 
несоизмѣримые  и  неравные;  потому  что  всегда  данное  уравненіе  можно 
освободить  отъ  соимѣримыхъ  и  равныхъ  корней.  Пусть  а  п  Ь  будуть 
два  числа,  которыхъ  разность  Д  меньше  наименьшей  разности  двухъ  по- 
ел ѣдовашельныхъ  корней  (і);  то  а  и  5  не  могугаъ  содержать  болѣе  од=- 
ного  изъ  эшихъ  корней.  Въ  самоліъ  дѣлѣ,  нельзя  допустишь ,  чтобы  два 
корня  а„  и  ап^і  заключались  между  а  и  5;  потому  ,  что  тогда раз- 
ность эшихъ  корней  была  бы  меньше  разности  предѣловъ  ихъ  а  и  5, 
т.  е.  меньше  Д;  но  это  не  возможно,  по  предположенію,  Д  меньше 
всѣхъ  разностей  корней. 

И  шакъ  а  и  Ъ  могушь   быть  предѣлами  только    одного   корня  ;  въ 
такомъ  случаѣ,  вставивши  ихъ  вмѣсшо  х  въУ^(л'),  результаты     (я)  и 
должны  быть,  по  §  83,  съ  противными  знакалш. 

Пусть  а=р^,  (/л-і)Д  ;  то  результаты  /{р^)  и  У^[(/?+1)Д]  бу- 
душъ  съ  противными  или  одинакими  знаками,  смотря  по  тому ,  содер- 
жишся  ли  между  пД  и  (/гн-і)Д  одинъ  изъ  корней  (і),  или  нѣтъ.  Ежели 
7?Д  болѣе  высшаго  предѣла  положишельныхъ  корней;  то,  вставивши  въ 
^'{х')  вмѣсто  а:  члены  ариѳмешической  прогрессіи : 

О,  Д,  2Д,  ЗД,....«Д, 


(*)  Мі$сеДапеа  апаіуііса.  1762. 


>І8І^  ■ 

II  натісавшн  іісслѣдоваіпельно  знаки  резульшатовъ: 

/(0),  /(А),  /(2Д),  /(зД),..../(/^А), 

Бъ  эгаоімъ  ряду  знаковъ  непреімѣнно  будетъ  столько  поремтьнъ  (*),  сколь- 
ко данное  уравненіе  иліѣешъ  дѣйсшіштельныхъ  корней. 

Вставляя,  вмѣсто  х  въ  /(.г),  члены:  О, — А,  —  2А, — до  тѣхъ  поръ, 
какъ  дойдетъ  до  — //А,  числа  менішаіо  низшаго  предѣла  корней  ;  то 
рядь  знаковъ  резульгаашовъ 

/-(0),  /(-2А),  /(-ЗА),....  /{-пА) 

бѵдетъ  иімѣть  столько  переліѣнъ,  сколько  данное  уравненіе  имѣетъ  от- 
отри цагаельныхъ  корней.  Такимъ  образомъ,  когда  будемъ  знать  А,  мы 
узнае.мъ  число  дѣйствительныхъ  корней  даннаго  уравнеиія  и  гастные 
ихъ  предѣлы. 

§  90,  Составивъ  по  правиламъ  §  05  уравнеиіе  съ  квадратами  разностей 
корней,  освободивъ  его  отъ  корней  =0,  т.  е.  тѣхъ,  которые  соотвѣт- 
ствуіотъ  равнымъ  корнямъ  даннаго  уравненія ,  и  раздЬливъ  потомъ 
на  послѣдній  членъ,  мы  будемъ  имѣть  уравненіе  вида 

С,.  ^  +    _  1 5 ^  ч- . . . . -ь  С ,  2  ^ + С ,  г  + 1  =0 , 

т{т—\)  1 

гдѣ  г=  или  <  -.  Положивъ  2=      получимъ  уравненіе 

2  у 

Съиш,емъ    выстій    прѣдѣлъ    I    положи  тел  ьныхъ    корней    этого  урав- 

і  ^  ,  .„1 

ненія,  частное  -  оудетъ  меньше  всѣхъ  положишельныхъ  значеніи  —•=^г, 

^  У 
пт.  е.  меньше  квадрата  наименьшей  разности;  слѣдовашельно  будетъ 
меньше  наименьшей  разности  положишельныхъ  корней. 

Когда    чѴ/<і,  тогда  —  >1,  и  смѣло   можно  положить    А— і.  Если 

же  VI—  или  >і,  то        =  или  <1,    и  въ  такомъ  случаѣ  наименьшая 


(♦)  Исрслтпою  называется  пара  знаковъ  разныхъ,  такъ  Ч — ,  — а  повторепіеліъ 
пара  знаковъ  одипакихъ,  а  именно:   . 


т 

разность  корней  ур.  /{^х)-=о  можетъ  быть  <1;  но  какъ  она  всегда  боль* 

ше  -^,  то  для  Д  можно  взять  всякое  число  равное  или  П^'сть  к 

будетъ   цѣлое   положительное  число  непосредственно    >ѴІ,  то  можно 
1 

положить  А— т. 

гъ 

И  такъ,  вставляя  въ  /{а:)  числа 

результаты  дадутъ  рядъ  знаковъ ,  въ  которомъ  будешь   столько  пере- 
мѣнъ,  сколько  ур.  /і^х)—о  имѣетъ   дѣйсшвишельныхъ  положительныхъ 
корней.  Члены    прогрессіи  (2),  соошвѣшствующіе  перемѣнамъ  знаковъ,  и 
будутъ  искомые  частные  предѣлы  этихъ  корней. 
Чтобы  отдѣлить  отрицательные  корни,  вставимъ 

^  12         3  п 

вмѣсто  X  въ  /(^х),  знаки  результатовъ  дадутъ  столько  перемѣнъ,  сколь- 
ко, въ  уравненіи  Т{х)—о  отрицательныхъ  корней.  Здѣсь  для  удобст- 
ва, производягаъ  вставку  слѣдующимъ  образомъ : 

Перемѣнивъ  х  на— л:  въ         ,  вставляютъ  вмѣсто  х,  члены  ряда  (2) 
п 

до  д.  ясно,  что  результаты  будутъ  тѣ  самые,  которые  должны  полу- 
читься отъ  вставки  членовъ  (з)  ъъ  1{х). 

Когда  Л>1,   тогда  вмѣсто  того,  чтобы  вставлять  ъъ  І(^х)  вмѣспіо 

^12    3  у 
X    дроби    — ,  -г,  -уѵ)  Есгаавляюшъ  сперва  —  вмѣсто      т.  е.  преобразо• 
л     л     л  ІХі 


а  потомъ  вста- 


вываютъ,  по  §  61,  уравненіеУ^(л')— о  въ  уравненіеУ^|-^|— о, 

вляюгаъ  О,  1,  2,  3,....  вмѣсгао  у. 

Вотъ  въ  чемъ  состоишь  Лагранжевъ  способъ  отдѣленія  корней;  онь 
вполнѣ  удовлетворяешь  теоріи;  но  трудность  вычисленія  уравненія  съ 
квадратами  разностей  дѣлаегаъ  его  почти  не  исполнимымъ  для  уравненій 
высокихь  степеней.  Лагранжъ  его  облегчилъ  нѣкогаорыми  замѣчаніями, 
объ  которыхъ  я  умалчиваю;  потому  что  при  нынѣшнихь  способахъ 
отдѣленія  корней,  Лагранжевъ  вовсе  безполезенъ. 

§  91.  Приложимъ  эгпотъ  способъ  отдѣленія  корней  къ  уравненію 

^  л;'— 2^—5=0. 
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>186 

Въ  §  65,  прим.  1,  мы  нашли  уравненіе   съ  квадратами  разносшей  его 
корней,  а  именно  : 

(а)  12г'+Зб2Ч-643=о. 
Положивъ  ,  оно  преобразуется  въ  слѣдуюшіее 

643^  643-^ 

отсюда   видно,  что  х=—  и  всякое  число  большее  даетъ  для  первой  ча° 

о 

ур.  (Ь)  резульшагаъ  положительный;  слѣд.       есть  высшій   предѣлъ  по- 

ложительныхъ  корней  этого  уравненія,  а  3  есть  низшій  предѣлъ  поло- 
жигаельныхъ  корней  ур.  (а)  ,  т.  е.  число  меньшее  наименьшаго  квадра- 
та разностей  корней  даннаго  уравненія.  И  такъ  Д=  или  <Ѵ'3. 

Положивъ  Д  =  1,    и  замѣтивъ,   что  высшій^  предѣлъ    корней  даннаго 
уравненія    есть  3,  достаточно    будетъ   вставлять   вмѣсто   ^  въ 
числа  :  О,  і,  2,  3.  Результаты   эгаихъ    всшавокъ   будутъ  соошвЬтст- 
венно 

/(0),   /(1),    /(2).  /(3) 

—5,     —6,     —1,  —16; 

отсюда  видимъ,  что  данное  уравненіе  имьетъ  только  одинъ  дѣйстви- 
тельный  корень,  который  содержится  между  2  и  3. 

Низшій    предѣлъ    отрицательныхъ  корней    даннаго   уравненія  есть 

І+Ѵ^б  или  4  (по  Роллю),  а  потому  для  отдѣленія  этихъ  корней  доста- 
точно вставлять  вмѣсто  хуіъ/{х)  числа:  О, — 1, — 2, — 4.  Произведя  эти 
вставки,  находимь  результаты : 

/(0),   /(-1),   /(--2),   /(-3),  /(-4) 

—5  —4  —9,       —26,  —16, 

которые  показываюгаъ  ,  что  данное  уравненіе  не  имѣешъ  отрицатель- 
ныхъ корней. 

И  такъ  ур.  — 2л^— 5=о  имѣетъ  только  одинъ  дѣйствительныи 
корень,  кошораго  частные  предѣлы  суть  2  и  3,  прочіе  же  два  корня 
мнимые. 


І87  ѣ 

§  92.  чЛаграпжъ,  а  потомъ  Коши  дали  способы  находишь  Д,  не  вы- 
числяя уравненіе  съ  квадратами  разностей  корней;  но  значеніе  Д,  выве- 
денное по  одному  изъ  этихъ  способовъ,  меньше  нежели  шо,  которое  вы- 
водится по  предъидущему;  шакъ,  чшо  число  вставокъ  О,  Д,  2Д,  ЗД,....  въ 
У^(^г)  вмѣсшо  X  должно  быть  больше. 

(Способъ  Штурма). 

§  93.  Въ  1829  -мъ  году  Г-нъ  Штурмь  обнародовалъ  способъ  отдѣленія 
корней,  основанный  на  изъисканіи  общаго  нанбольшаго  дѣлишеля  Функцін, 
выражающей  первую  часть  даннаго  уравненія,  и  ея  производной.  Но  эшо 
изъисканіе  предвѣщаешъ ,  что  онъ  долженъ  быть  зашруднишеленъ  для 
уравненій  высокихъ  степеней. 

Пусть  будегаъ  уравненіе  о,  не  имѣющее    равныхъ  корней,  то, 

по  §  19,  Функція  У' [ос)  не  будешъ  имѣшь  общаго  большего  дѣлишеля  съ 
производной  Чтобы  въ  этомъ   увѣриться,  станемъ  его  ошъиски- 

ватъ.  Ясно,  что  дѣйствіе  нимало  не  измѣнится,  если  мы  будемъ  мѣ- 
пять  знаки  послѣдовательныхъ  дѣлигаелей;  отъ  этого  можешъ  только 
перемѣнипіься  знакъ  общаго  большаго  дѣлиіпеля.  И  такъ  дѣлимъ  Мх) 
на. пусть  остагаокъ  дѣленія  будстъ  — Я^,  его  степень  по  крайней 
мѣрѣ  единицею  ниже  степени  У^'(л').  Перемѣнивъ  знаки  всѣхъ  членовъ — 
въ  противные,  получаемъ  полиномъ  Лі ,  на  который  дѣлимъ  пусть 
новый  остатокъ  будетъ  — Л^.  Посшупивъ  съ  нимъ  такъ  же,  какъ  и  съ 
дѣлимъ  Лі  на  Л 2.  Продолжая  гаакимъ  образомъ  далѣе,  дойдемъ  на- 
конецъ  до  численнаго  остатка  — Л„ ,  который  не  можешъ  бышь  нулемъ. 
Для  избьжанія  дробей,  здѣсь  можно  поступать  шакъ  же,  какъ  и  при 
обыкновенномъ  способѣ  нахожденія  общаго  большаго  дѣлителя;  ш.  е, 
при  каждомъ  дѣленіи,  коеФФИціеншъ  высшаго  члена  дѣлимаго  дѣлаемъ 
крашнымъ  числомъ  коеффиціенгаа  высшаго  члена  дѣлишеля,  и  сокращаеліъ 
косФФИціенты  каждаго  остатка,  если  они  имѣюшъ  общихъ  множителей. 

Означивъ  чрезъ  — Лі,  — Л^,  — Л3,... — Л„  послѣдовашельные  остатки, 
а  чрезъ  ^,,  (І^,  ^^,....^п  частные,  мы  будемъ  имѣшь  слѣдующія  ра- 
венства : 


л„_5.=^„.  Г\п—і — л„ 
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Разсмашривая  рядъ  знаковъ  резулыпашовъ,  получаемыхъ  ошъ  вставки 
вмѣсггіо  X  различныхъ  дѣйсгавишельныхъ  количесгавъ  въ  рядъ  Функцій 

(2)  Л,,_„....Лз,  Л,,  1{х), 

мы  огакрываемъ  весьма  замѣчашельныя  своисшва. 

§  9-^.  Такъ  какъ  между  — со  и  ч-оо  заключаются  всѣ  дѣйствигаель" 
ные  корни  всѣхъ  Функцій  (2);  шо,  вставивши  въ  нихъ  вмѣсто  х  какое 
нибудь  количество,  и  измѣняя  пошомъ  его,  увеличивая  или  уменьшая  , 
нѣкоторыя  изъ  Функцій  (2)  будушъ  уничтожаться.  Посмотримъ,  что 
оть  того  будешъ  съ  рядомъ  знаковъ  результатовъ: 

і)  Вопервыхъ  положимъ,  что  количество  а,  вставленное  вмѣсто  х  въ 
Функціи  (2),  уничшожаешъ  только  одну  изъ  среднихъ,  не  уничтожая 
/{х).  Пусть  эта  Функція  будешъ  Л^;  то  смежныя  Функціи  Л^,_і  и 
Л^^^  ошъ  х=а,  не  могушъ  уничтожаться.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  нельзя  по- 
ложишь въ  одно  время  Л^*_^— о  и  Л^— о;  тогда  равенство 

(3)  Iір^г^^рЩ—^^р+. 

дало  бы  Л^_,_1=а;  пошюмъ  изъ  равенства  Л^і=0^,_^і.Л^,^іЧ-Л^_{_2,  ка- 
шли бы,  что  Л^ц_  2=о;  низсходя  шакимъ  образомъ,  нашли  бы,  что 
Л„=о«  Но  это  по  положенію  не  возможно, 

И  шакъ,  если  Лр  уничшож; '.шея  ошъ  вставки  а  вмѣсгао  х\  то  резуль- 
таты той  же  вставки  въ  Функціи  Лр_і  и  Лр_^^  не  будушъ  нулями. 
Равенство  (з)  даешъ 

га.  е.,  что   эти  результаты  съ  прошивными  знаками. 

Предсшавимъ  теперь  себѣ  безконечно- малое  количество  Л,  такое,  что 
всѣ  Функціи  (2),  исклЕОчая  Вр,  не  имѣюшъ  дѣйешвишельныхъ  корней 
между  а — к  и  а-*-Л,  т.  е.  не  мѣняюшъ  своихъ  знаковъ  ни  для  какого 
значенія  х  среднего  между  а — Л  и  ач-Л.  Вставим  ь  поел ѣдова шел ьно  вмѣ» 
сто  X  въ  рядъ  Функцій  (2)  три  безконечно-близкія  количества:  а — Л,  <7, 
о+Л,  и  напишемь  для  каждаго  только  знаки  результатовъ ;  шакимъ 
образомъ  мы  будемъ  имёшь  три  ряда  знаковъ,  кошорыхъ  означимъ  чрезь 
[а — Л],  [а],  [йЧ-Л].  Разсмошримъ  въ  особенности  знаки  Функцій;  Л^_,, 
Л^,,  Лр_,_і.  Здѣсь  могушъ  быть  четыре  случая  : 

а)  Когда  Л^э_^  и  Р^р  имѣюшъ  знакъ  -н  въ  ряду  [а — 7і]  ;  то  въ  шомъ 
л;е  ряду,  по  равенству  (4),  знакъ  Функціи  Р^р^^  будешъ — .  Слѣдовашель- 


но  положеніе  знаковъ  въ  ряду  [а — Л],  для  разсмашрнсаемыхъ  нами  шрехъ 
Функцій,  будешъ  такое : 


[а-/г] 


При  х=а,  Вр  уничтожается,  а  знаки  Яр_^^  и  Яр_^^^  остаются  тѣ- 
же,  что  и  для  х=^а — Л,  и  потому  въ  ряду  знаковъ,  [а],  знаки  предь- 
идущихъ  трехъ  Функцій  будутъ 


Наконецъ,  когда  а;  безконечно-мало  превзойдетъ  а,  и  сдѣлается  равнымъ 
а+Л;  тогда  Вр  сдѣлаегася  отрицательною  или  положительною;  знаки 
же  сиежныхъ  Функцій  опять  будутъ  гаѣ  же;  гаакъ  что  въ  ряду  (я-ь/?) 
знаки  гарехъ  Функцій  будутъ 

щ 

Ь)  Когда  шНр  отрицательныя  при  ^г7==й — Л;  тогда  Яр  ^_^  будетъ 

положительная  ,  и  разсуждая  по  предъидущему,  найдем  ь,  что  знаки 
шрехъ  Функцін,  огаъ  вставки  въ  нихъ  вмѣсто  х  количесгавъ  безконечно» 
близкихъ  а — Л,  а,  а — Л,  будутъ: 

[а— Л]  ....    -ь    —    —    ...  . 

[а]  ....    -I-     О     —    ...  . 

[а+Щ  ±     —    ...  . 

с)  Ежели  при  л:=а — Л,  Функція  Ер^і  положительная,  а  Яр  огарнца» 
тельная;  гао  знаки  шрехъ  Функцій  въ  шрехъ  рядахъ  [а—Л],  [«],  [а-4-/г], 
будутъ : 

[а— А]  _ь    ...  , 

[а]  ....    —  04-.... 

[а-^Щ  —  ±4-..,. 

(2)  Наконецъ,  когда  при  х=а — Л  отрицательная,  а  Яр  положи- 

тельная; тогда  Яр^^^  шакже  положительная,  и  знаки  гарехъ  Функцій 
будущъ : 
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[а— к]  .    .    .    ч-    ч-    —    .    .    .  : 

[а]  ....-НО-.... 

[а-^іі]  .    .    ,    .   +        —  .... 

Изъ  разбора  этихъ  чешырехъ  случаевъ  видимъ,  что  какіе  бы  ни  были 
знаки  Функцій  ^^э—і  и  для  х—а — Л,  знаки  трехъ  Функцій:  Л^~^,^^^, 
Лр^і  заключаютъ  перемѣну  въ  ряду  [йг—Л],  которая  остается  въ  ряду 
Слѣдовашельно  число  перемѣнъ  знаковъ  въ  обоихъ  рядахъ  будегаъ 
одинакое.  Оно  также  равно  числу  перемѣнъ  въ  ряду  [а],  замѣняя  О  ка» 
кимъ  угодно  знакомъ. 

2)  Ежели  отъ  Л'=а  уничтожаются  нѣсколько  среднихъ  Функцій;  то 
и  въ  такомъ  случаѣ  ряды  знаковъ  [а — Л]  и  [а-ьЛ]  будутъ  имѣть  одина- 
кое число  перемѣнъ.  Въ  самомъ  дѣлѣ  :  каждая  изъ  уничтожающихся 
Функцій  заключается  между  двумя  не  уничтожающимися  Функціями , 
имѣющими  противные  знаки,  какъ  для  х=^сі ,  такъ  для  х=а — А  и 
х—а+к,  а  потому  въ  ряду  [а — /г]  эти  три  Функціи  составляютъ  пе- 
ремѣну,  которая  сохраняется  въ  ряду  [ач-/г];  слѣдовательно  число  всѣхъ 
перемѣнъ  не  измѣнится  при  переходѣ  х  отъ  щ—Ь  къ  а-л-Тг. 

3)  Посмотримъ  теперь,  какая  разница  будетъ  въ  числѣ  перемѣнъ  ря- 
довъ  \а — Л]   и  [а+Л],  когда  а  уничтожаетъ   крайнюю  Функцію  въ  ряду 

(2)  ,  га.  е,  когда  а  есть  дѣйствигаельный  корень  даннаго  уравненія  У(^л')=о. 
Вставивши  въ  вмѣсто  х,  три  безконечно-близкія  количества  а — Л, 
а,  а — Л,  имѣемъ 

(3)  /{а-^Ь)=^Іг:і\а^фІг) 
/(а)=о 

/(дч-А)=ч-А/'(й!+ѲЛ). 

Такъ  какъ,  по  малости  Л,  знаки /'(а — Л),  /'(а — ф/г) /'(йгч-ѲЛ)  и /'(ач-Л) 
одинакіе;  то  У(а — /г)  и  У(а+1і^  съ  противными  знаками.  Равенство  (5) 
показываетъ,  что  знакъ  ./[а — Л)  противень  знаку  У^'(а — фк),  а  потому 
и  знаку  /'(а— Л);  знаки  же  /(ач-Л), /(а+ѲЛ)  и/(а+/0  одинакіе.  Слѣдова- 
гаельно  знаки  Функцій  ^'(x^  и  У\х)  составляютъ  перемѣну  въ  ряду 
[а — к],  которая  замѣняется  повтореніемъ  въ  ряду  [а+Л],  а  потому  чи- 
сло перемѣнъ  въ  первомъ  ряду  больше  числа  переімѣнъ  во  второмъ. 

Сказанное  въ  эшомъ  §  приводитъ  насъ  къ  слѣдующимъ  заключеніямъ:  ' 
I.  Если  а  и  Ь  суть  два  колигества,  не  заклюгаюѵфя  ни  одного  дѣйст* 
витпемнаго  корня  даннаго  гравненія ;  то  гисло  пережѣнъ  въ  ряду  знакоьь 


резулътатовъ ,  полушемыхъ  оть  вставки  менъшаго  изь  шіхь  а  вь  ряЪъ 
функцш  (2),  должно  быть  равно  гислу  переліѣнь  въ  ряду  зиаковь  резуль- 
татовъ,  полугаеяшхь  отъ  вставки  бдлъшаго  колигества  Ь  въ  тогпъ  же 
рлЪъ  фупкцій.  Противнаго  нельзя  допустишь.  Въ  самоліъ  дѣлѣ:  если  до- 
пусгаимъ  вопервыхъ ,  чіпо  число  перемѣнъ  въ  ряду  меньше  числа 
перемѣнъ  въ  ряду  [я];  то  при  переходѣ  х  ошъ  а  до  5,  рядъ  знаковъ  ре- 
зульшагаовъ  (2)  шерялъ  бы  перемЬны,  а  эшо  можетъ  бышь  только  тог- 
да, когда  X  сдѣлаешся  равным ь  одному  изъ  дѣйствнгаельныхъ  корней 
ур.  /(х)—о,  и  потому  а  м  Ъ  заключали  бы  шакіе  корни,  что  противно 
положению.  Допустивши,  что  число  перемѣнъ  ряда  [а]  меньше  числа  пере- 
мѣнъ  ряда  [5],  выходило  бы,  что  при  переходіі  х  ошъ  а  до  рядъ  зна- 
ковъ резульшашовъ  (2)  приобрѣшаетъ  перемЬны,  чшо  также  не  воз^южно. 

//.  Если  а  м  Ь  заклюгаютъ  только  одинь  действительный  ?юрень 
уравненіл  і"(х)=о ;  то  гисло  персліѣнь  рлда  знаковъ  рсзульпгатовъ  ,  полу 
гаеліыхъ  оть  вставки  ліенъшаго  изъ  нихь  а  въ  рядъ  функцій  (2),  должно 
быть  единицею  больше  гисла  перелітънъ  ряда  знаковъ  результатоеъ,  полу 
%аеліыхъ  отъ  вставки  Ь  вь  тоть  же  рядь  функцій.  Потому,  что  при 
переходѣ  х  огаъ  а  до  5,  число  перемѣнъ  ряда  знаковъ  резульшагаовъ  (2) 
остается  то  же,  пока  еще  х  не  перешелъ  чрезъ  дѣйсгавительный  ко- 
рень Т{рс),  а  когда  это  случится,  тогда  въ  ряду  знаковъ  теряется  толь- 
ко одна  перемѣна,  которая  не  можешь  опять  возста повиться. 

И  шакъ,  если  по  вставить  двухъ  колигествъ  а  и  Ъ  въ  рядъ  функцій  (2) 
вмѣсто  X,  найдежъ,  гто  вь  ряду  [а]  Н  перелиьнь  знаковь  ,  а  въ  ряду 
[Ь]  К  то  Н  не  ліенъше  К  :  потому  что  съ  возрастапіемъ  х  отъ  а  до  5 
число  перемѣнъ  ряда  знаковь  резульшагаовъ  ни  вь  каколіъ  случаѣ  не 
можетъ  уменьшаться.  Разность  Н — К  равна  гислу  дгьйствителъныхь 
корней  даннаго  уравненіл,  заклюъающихся  льежду  предтьлалт  а  м  Ь.  Это 
слѣдуешъ  изъ  того,  что  рядъ  знаковъ  резульшашовъ  при  переходѣ  х 
огаъ  а  до  Ъ,  не  можегаъ  заразъ  потерять  нѣсколько  пере.мѣнъ,  и  каждый 
разъ  какъ  онъ  гперяегаъ  перемѣну,  х  переходитъ  чрезь  действительный 
корень/(л:) ,  а  потому,  чтобы  потерялось  Н — К  перемѣнъ  х  долженъ  Н — К 
разъ  уничтожишь  л). 

§  95.  Эти  заключенія  ведушъ  къ  вѣрному  способу  отдѣленія  корней. 
Пусть  дано  уравненіе  /{х)—о,  не  имѣющее  равныхъ  корней;  составимъ 
по  правилу  §  93  рядъ  Функцій 

(2)  К-г.   П,,/Хх),/{х); 

всгаавимъ  въ  него   безконечно-всликое  количество  ч-со;   знакъ  каждой 
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Функціи  будегпъ  одинаковъ  съ  «знакомъ  коеФФИціенгаа  перваго  члена 
(см.    §  а  потому    для    ряда   знаковъ  можно   взять  знаки 

первыхъ  членовъ  всѣхъ  Функцій.  Напротивъ  того,  чтобы  соста- 
вить рядъ  [о],  происходяш,ій  отъ  вставки  О  вмѣсто  х  въ  рядъ  Функцій 
(2),  стоить  только  взять  знаки  послѣднихъ  членовъ  этихъ  Функцій. 
Составивъ  такимъ  образомъ  ряды  [+оо]  и  [о],  и  вычтя  число  перемѣнъ 
перваго  ряда  изъ  числа  перемѣнъ  втораго,  разность  будетъ  равна  числу 
дѣйствительныхъ  корней,  содержащихся  между  -ьоо  и  О,  т.  е.  числу 
всѣхъ  положительныхъ  корней. 

Составимъ  теперь  рядъ  [ — ^со].  Для  этого  перемѣнимъ  во  всѣхъ 
Функціяхъ  (2)  X  на  — сс,  и  возьмемъ  знаки  первыхъ  членовъ  преобразо- 
ванныхъ  Функцій;  этотъ  рядъ  знаковъ  есть  рядъ  знаковъ  результатовъ, 
полз'чаемыхъ  огаъ  вставки  -і-до  вмѣсто  х  въ  преобраз.  Функціи,  или 
—  00  въ  Функціи  (2),  а  потому  онъ  есть  искомый  рядъ  [ — со].  Вычтя 
число  переімѣнъ  въ  ряду  [о]  изъ  числа  перемѣнъ  въ  ряду  [ — оо],  разность 
будетъ  равна  числу  дѣйствительныхъ  корней  между  О  и  —  (х  ,  т  е. 
числу  всѣхъ  огарицательныхъ  корней  даннаго  уравненія. 

Такимъ  образомъ  узнаемъ  число  всѣхъ  дѣйствитсльныхъ  корней  дан- 
наго уравненія.  Чтобы  ихъ  отдѣлить,  вставлясмъ  въ  Фуикціи  (2)  воз- 
расгаающія  числа,  начиная  огаъ  О  къ  — се  и  отъ  О  къ  -Ьсо.  Для  удоб- 
ства  начинаютъ  вставку  съ  чиселъ  десятичныхъ: 

О,— 10,— 100,— 1000;..... 

0,4-  10, +  100, +  1000,  , 

и  продолжаютъ  до  тѣхъ  поръ,  какъ  дойдемъ  до  двухъ  чиселъ  — 10^  и 
+10^,  между  которыми  заключаются  всѣ  дѣйствительные  корни  даннаго 
уравненія.  Мы  ихъ  узнаемъ  по  тому,  что  рядъ  [ — Ю^]  имѣегаъ  одинаков 
число  перемѣнъ  съ  рядомъ  [ — со],  а  рядъ  [+10'^]  имѣетъ  одинакое  число 
перемѣнъ  съ  рядомъ  [+со]. 

Пусть  а  и  5  будутъ  два  послѣдовательныя  десятичныя  числа,  и 
меньшее  изъ  нихъ  есть  а;  ежели  разность  чиселъ  перемѣнъ  рядовъ  зна- 
ковъ [а]  и  [Ь]  больше  единицы,  то  а  и  д  заключаюшъ  нѣсколько  корней. 
Чтобы  ихъ  отдѣлишь,  вставляемъ  въ  Функціи  (2)  вмѣсто  х  числа  сред- 
нія  между  а  и  Ь;  постепенное  исчезайте  перемѣнъ  при  переходѣ  х  отъ 
а  до  5,  покажегаъ  намъ  частные  предѣлы  каждаго  корня.  Такъ  какъ  дан- 
ное уравнение  не  имѣешъ  равныхъ  корней,  то  это  отдѣленіе  всегда  воз- 
можно. Хотя  оно  бываетъ  продолжительно,  но  продолжительность  воз- 
награждается большою  степенью  приближенія  къ  корнямъ. 

§  96.  Когда  одна  изъ  среднихъ  Функцій  (2),  на  пр.  Нр,  постоянно 
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сохраняешь  свой  знакъ  для  всѣхъ  дѣйсшвигаельныхъ  значеній  х\  тогда 
рядъ  знаковъ  Функцій 

имѣетъ  совершенно  шо  же  свойство,  что  и  рядъ  (2),  ш.  е.  теряешь 
одну  перемѣну  каждый  разь,  какъ  уничтожится  ^  {х),  и  сохраняешь 
гао  же  число  перемѣнъ  при  уничшоженіи  одной  изь  Функцій  среднихь 
между  Жр  и  /{х).  А  потому,  производя  дѣйствіе  §  93 ,  и  дойдя  до 
остатка  второй  степени  К^^^^^Ах^+Вх+С ,  должно  посмотрѣшь , 
будешь  ли  — іАС<ср:  когда  это  случится,  тогда  уравненіе  о 
имѣешь  мнимые  корни,  и  Функція  /?„_а  сохраняешь  знакъ  количества 
А  для  всѣхъ  дѣйствительныхъ  значеній  х. 

Когда  уравненіе  Яр=о  имѣешъ  дѣйсшвишельные  корни,  но  которые  не 
заключается  въ  предѣлахъ  а  и  5;  тогда  вмѣсшо  рядовь  знаковъ 

[а]  Л„,  ..../'(«),  /(«) 

можно  взять  ряды  знаковъ  ^ 

Н  Пр,  ..../'(«},■/(«) 

И  Пр,  Вр_,„.../'{Ь),  А5): 

потому  что  тогда  Функція  В.р  для  всякаго  дѣйсгавишельнаго  значенія 
X  между  а  п  Ь  имѣетъ  одинъ  и  гаошъ  же  знакъ;  следовательно  для 
эшихъ  предѣловъ  она  имѣетъ  гао  же  свойство,  что  и  Ежели  вь  Функ- 
ціи  8  коеФФИціенты  удовлетвори юшъ  условію  Б* — 4^4С>о;  то  кор- 
ни уравненія  В.^_і=о  дѣйсгавнгаельные.  Означимъ  ихъ  чрезъ  и  72,и 
пусть       <^ 2 5    тогда  Функція  имѣетъ  одинъ  и  шогпъ  же  знакъ 

для  значеній  х,  среднихъ  между  —  оо  и  у^;  при  х=Ух^  она  мѣняешь 
свой  знакъ,  который  остается  пютъ  же  для  Х>у^  и  <^8;  при  х^^у^ 
знакъ  /і«_в  опять  мѣняется  на  предъидущій,  который  сохраняется  для 
всѣхъ  значеній  х,  начиная  ошъ  до  ч-со.  И  гаакъ  ряды  [ — оэ]  и  [^,] 
покажутъ,  сколько  корней  между  — со  а  у^;  ряды  [уі]  и  [у.^]  покажу гаъ 
сколько  корней  между  Уі  п  у^;  наконецъ  ряды  [у  и  [+  оо  ]  покажутъ  сколь- 
ко корней  между  у^  ич-оо.  Сравнивая  ряды  [^^]  и  [ — оо],  [у^]  и  [+оо], 
должно  В.п-^-=Ах ^-^Вх+С  приписать  знакъ  косФФиціенша  А,  а  при  сра- 
вненіи  рядовъ         и  \у^'\,  должно  ей  приписать  знакъ  противный. 

Наконецъ,  когда  В'^ — ^АС=^о',  тогда  Л,^_2  имѣеть  равные  корни.  Пусть 
они  буду тъ:=^;  шо  Л„_2  сохранишь  постоянно  одинъ  и  тогаъ  же  знакъ 
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для  всѣхъ  значеній  л',  начиная  огаъ  — со  до  при  х-=^у  она  уничто- 
жится, а  для  зОу  она  опять  возвратится  къ  прежнему  знаку.  И  такъ 
эшошъ  случай  одинаковъ  съ  В"^ — ^АС<р. 

Слѣдовашельно  во  всякомъ  случаѣ  можно  остановить  дѣйствіе  §  93 
на  остаткѣ  второй  степени.  Это  иногда  облегчаетъ  отдѣленіе  корней, 
особливо  когда  степень  даннаго  уравнения  довольно  высока;  чрезъ  то  эіы 
иногда  избѣгаемъ  огроімныхъ  численныхъ  коеФФиціентовъ  въ  остагакахъ 
Л,г_і  и  Л,^,  Но  когда  корни  уравнснія  іі,г_2=іго  многосложны  или  не- 
соизмѣримы;  тогда  лучше  продолжать  вычисленіе  до  конца. 

§  97.  Производную  ^''{рс)  можно  замѣнить  другою  Функціею  Р{х)\  но 
съ  слѣдующими  условіями:  1)  чтобы  "Р^ос)  и  Т{сс)  не  имѣли  общихъ 
корней,  т.  е.  не  имѣли  общимъ  дѣлителемъ  Функцію  х\  2)  если  а 
есть  корень  І[рс),  а  а — К  и  ач-Л  его  безконечноблизкіе  предѣлы ;  гао 
/^(а — Л),  -Р'{а),  І^(а-ьЛ)  п  /  {ал-Ь)  должны  имѣть  одинакіе  знаки.  Упо- 
требляя Ріх)  такъ  же  какъ  и  мы  составимъ,  по  §  93,  рядъ  Функ- 
цій,  кошорыя  будутъ  имѣть  то  же  свойство,  что  и  рядъ  (2^. 

§  98.  Когда  данное  уравненіе  имѣетъ  равные  корни;  тогда,  производя 
дѣйсшвіе  §  93,  мы  найдемъ,  что  послѣдній  остатокъ  есть  нуль,  а 
потому  будетъ  общій  большой  дтеитель  Функцій /^(^г)  и/'(л^),  п 

часшныя    -^^^^—^=ф(х)т1—  ==Г  Ьо)  не  будутъ  имѣть  общихъ  корней. 

Пусть  а  будетъ  дѣйствительный  корень  даннаго  уравненія,  а  а — к  и 
а+Л  безконечноблизкіе  его  пред  Ьлы ,  шакіе,  что  сохраняетъ  одинъ 

и  гаогаъ  же  знакъ  для  всѣхъ  значеній  л",  начиная  ошъ  а — к  до  а+Л. 
Такъ  какъ  /(а — Л)  и /\а — /г)  съ  противными  знаками,  а  У(а-ьЛ)  иУ^'(ач-Л) 
съ  одинакими;  гао  ф{а — к)  и  Р{а — /г)  будутъ  также  имѣть  прошивные 
знаки,  а  {а+Іг)  и  'Р[а-\-к)  одинакіе.  Слѣд.  ф{х)  и  Р{оС)  имѣюшъ  то  же 
свойство,  что  /{л)  и  /'(х)  въ  случаѣ  неравныхъ  корней  уравненія  /[х)—0. 
Прилагая  къ  нимъ  правило  §  93,  составимъ  новый  рядъ  Функцій,  ко' 
торы  я,  какъ  легко  видѣшь,  будугаъ 

(6)   

1\п~г  -Л»-!  ^ 

И  пмѣюшъ  то  же  свойство,  что  и  Функціи  (2)  въ  случаѣ  неравныхъ 
корней.  А  потоліу  можно  къ  нимъ  приложить  правило  §  95,  по  кото- 
рому мы  отдѣлимъ  корни  уравненія  ф{рс)-=о,  принадлежащіе  и  уравнению 

Основываясь  на  этомъ  замѣчаніи,  можно  прилагать  способъ  Штурма 
къ  уравненІЕО  съ  равными  корнями,  не  огадѣливъ  ихъ  предварительно. 
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Мы  въ  правѣ  замѣнигаь  каждую  изъ  Функцій  (2)  или  (б)  другою  про 
сшѣйшею,  имѣющею  съ  ней  одинакій  знакъ  для  всякаго  дѣйствишельна" 
го  значенія  х;  это  нимало  не  имѣетъ  вліянія  на  правило  отдѣленія  кор- 
ней. 

§  99.  Приложимъ  теперь  все  сказанное  къ  примѣрамъ: 
Примѣрь  I, 

Пусть  дано  уравненіе 

Производная  первой    его  части  есть  З^г^ — 1;  раздѣливши  Зх^ — 21л:+21 
на  Зх^ — 1,   получаемъ    остатокъ  — іізс-л-ІІ.  ,  который    по  сокраш;еніи 
на  1  ,  обращается  въ  — 2х+Ъ,  а  потому  1{^^=-\-1х — 3.  Дѣлимъ  на 
производную  У^'(^г7)=ЗЛ7' — 1,  помноживъ  ее  сперва  на  2^*.  Совершивъ  это 
дѣлѣніе,  имѣемъ  въ  осгааткѣ  — 1;  слѣд.  Л2=-4-1. 
И  такъ  рядъ  Функцій  будетъ: 

Для  жиг — оэ  и  -ьоо  ряды  знаковъ  резульшатовъ  будушъ 

ч-       -      ч-  - 
[—а]  -ь       -4-       -ь  -ь^ 

откуда  видимъ,  что  всѣ  корни  даннаго  уравненія  дѣйсгавишвишельные. 
Чтобы  ихъ  отдѣлить,  всгаавдяемъ  въ  рядъ  Функцій  вмѣсто 

I     —1,-10  ) 

X  числа:  |  О,  [;  опіъ  того  имѣемъ  ряды  знаковъ: 


4-1,4-10. 

Л„    Л,,  /\х),  /{х) 


[-10] 

[-  1] 

[0] 

[+10] 
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которые  показываерпъ,  что  одинъ  корень  отрицательный,  а  остальные 
два  положительные;  первый  заключается  между  —10  и  — 1,  а  вторые 
между  -Ы  и  10. 

Для  х=2,  рядъ  знаковъ  результатовъ  будетъ  у 
[-ь2]  ч-       ч-  -н 

слѣдовательно  положительные  корни  содержатся  между  1  и  2.  Сдѣлавъ 
л:=|,  находимъ,  что  отрицательная,  а  потому  одинъ  корень  содер- 
жится между  Ч-1  и  I;  а  другой  между  |  и  2. 

Прммѣ-ръ  П. 

Возьмемъ  уравненіе 

Для  него  находимъ  по  §  93,  рядъ  Функцій : 

— 4лг' — Зл:-4-23 

/'(л?)=:4л;'— 12л;'— 3 

Л^=12лг'+9л;— 89 

^^,= — 491^і;-*-1311 

Лз=:— 715Т932 
Положивъ  х= —  со  ,+  00  ,  имѣемъ  ряды  знаковъ: 
[ — оо]  —    ч-    ч-    —  ч- 

[Ч-СС]      ц-  + 

Такъ  какъ  въ  верхнемъ  3  перемѣны,  а  въ  нижнемъ  одна;  то  данное  ура- 
вненіе  иліѣетъ  только  два  дѣйствительньіхъ  корня.  Для  х^О  рядъ  зна- 
ковъ  будетъ 

[0].^  _  Ч-  

гдѣ  столько  же  перемѣнъ ,  сколько  и  въ  ряду  [— »],  а  потому  данное 
уравненіе  не  имѣетъ  отрицагаельныхъ  корней. 

Всгаавивъ  ч-1  и  ч-іо  вмѣсто  ^  въ  рядъ  Функцій,  имѣемъ  ряды  : 
[0]  _    -ь  ч- 

[+1]  -     Ч-  ч- 

[+10]  -ь  -+- 
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которые  показываю тъ,  чгао  оба  корня  содержатся  между  ч-1  и  Ч-10. 
Чтобы  ихъ  отдѣлигаь,  вставдяемъ  2  и  3  вмѣсто  ошъ  того  получаемъ 
ряды  : 

[-1-1]  —    ч-    —    —  ч- 

[ч-2]  —   ч-    _    __.  ч- 

[+3]      ,   ч,    —  _ 

[ч-ю]      Ч-  Ч- 

и  гаакъ  одинъ  корень  содержится  между  2  и      а  другой  между  3  и  10 
Примѣр^  III. 

Для  уравнешя 

/(х)=:л'* — л:'ч-4>37'Ч'д;— 4=0 
^функціи  (2)  будутъ : 

Л,=— 45^1?'— 16л?ч-53 
Л2=— 3319д:ч-1152 
Л, =—194852571 ; 

по  вставкѣ  въ  нихъ  вмѣсто  х  количесшвъ 


со  — 1,. 
00  Ч-1,. 


получаемъ  ряды  знаковъ 

Л,,  Л,,   Л„  Г{х)  1{х) 

[—со]  ч-      —        —  ч- 

г      ,  К  два  дѣисшвит.  корня 

[ч-оо]  —  —      «ч-ч-і  ^ 


одинъ  корень 


[-1]  _       ч-      ч-        -  . 

[о]  —      ч-      ч-       ч-  - 

[і]  —  ч-       ч-        ч-  I  другой  корень 
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^  ; .  Примѣръ  ІУ. 

ОпідЬли.ліь  корни  уравненія 

/(Ѳ)=:гѲ'^_бѲ'ч-1бѲ*-2бѲ-1=о, 

найденнаго  вь  §  60. 
Для  него  изіѣемъ 

I  /  ( Л7)=2л; ' — 9  л; '  4- 1 6  ^г?— 1 3 

В  2= — іх-і-і 

Лз=— 41. 
ТІоложивъ  хгт:—  «О  ,  -4-  оо  ,  получаемъ 

Ві,    Л,,    Лі,  / 
[ — сл]       '  —       ч-      —      —  ч- 

[ч-ао]  —      —    —      -н  ч-; 

откуда  видимъ,  чгао  уравненіе  У  (Ѳ}=:0  имѣегаъ  гаолько  два  дѣйсгавишель- 
ныхъ  корня.  Разсмашривая  ряды : 

[-1]  _  Ч- 

[0]  _      -  _  _ 

[+1]  _         _  -н  

[+10]  _      —     _  + 

находимъ,  чгао  одинъ  корень  заключается  между  — 1  и  о,  а  другой  меж- 
ду -4-1  и  +10. 

Примѣръ  У*. 

Возьмемъ  уравненіе 

/(а;)— — 3.3: 24л; ' +9  5  л: ' — 46д:— 1  о  1 =0. 
Для  него  по  §  93,  составляемъ  ФунКціи 
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/ '( )=5л: '*■ — 1 2  '  — 7  2Л7 ' + 1 9  О  ^г:~4  6 
Л  ^=216л;='— 1219^г?^н-350^Г+2663 . 
Л  5=:355 1  Зд:  ^*— 1 3 1 22л;ч- 1 43 1 6 1 
Л  3=46227491512107— 1081022103162 
Л^=28281434251103609123214962721. 

Такъ  какъ  уравненіе  Л 2=0  имѣетъ  мнимые  корни;  гао  можно  отбро- 
сишь Функціи  Л  2  и  Л  Разсмашривая  знаки  результатовъ  остальныхъ, 
находимъ : 


[ч-сс] 


н-         _       Ч-       —  1 

>  гари  дѣиствипт.  корня. 


[-10]  +  _  + 

[-1]  +  +  _ 

["О^  ч-  ч-  ^  $  одинъ  дѣйствигп.  отриц.  корень. 

[н-1]  ч-  ч-  ч- 

[+10]  -ч-  ч-  ^_ 


одинъ  дѣиствйш.  ошриц.  корень. 


одинъ  дѣисшвит.  полож.  корень. 


Прішѣрь  VI. 
Прилагая  правило  §  93  къ  уравненію 

находимъ,  что  послѣдній  остатокъ  Л^.  есть  нуль,  а  потому  предь- 
идущій  остатокъ  Лз=— і  есть  общій  большой  дѣлптель /(х) 
іі/'{а;).  ГІоступивъ  здѣсь  по  §98,  находимъ  рядъ  Функцій:  ѵ 

/(^) 

~х'^ — ^р'ч-д: '4-2x4-2 


Л^  " 


Зл: ' — 2   '  ч-З  ^гч- 1 


2Лз 

2^;-— 9^г— 16 

п 

Лз 

— -=ч-11^сч-40  ,  — =4-1. 

Л. 


Вставляя  въ  нихъ 

-НОЭ  , 

0.  1 

-1,-10,.о...; 

К. 

Л, 

к.' 

Л/ 

[—00] 

^  :і 

[+оо] 

-4- 

[—10] 

г  і1 

И 

-4- 

ч- 

ч-  ч- 

[+1] 

■+■ 

ч- 

[+10] 

Ч- 

■+■ 

:  !! 
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-1,— 10,.о...> 

,  получаемъ  ряды: 


два  дѣисгавиш.  корня. 


I  одинъ  огариц.  кор. 


одинъ  полож.  кор. 


Примѣръ  ѴІІ.^ 

Пусть  будетъ  еще  уравненіе 

/(л7)=л;»ч-д:''-'ч-д7"— 'Ч-. . .  .+л:'ч-ж'ч-л?ч-і=:о, 

въ  которомъ  всѣ  коеФФИціеншы=1.  Для  него  получаемъ: 

/(^)=х'*ч-л;"-^ч-д:'»-*ч-...  ч-д:'ч-л?'ч-л:ч-1 

/'(.гЗ^тг^^-'ч-^тг— і)л7"-"'ч-(7г— 2)л7"-'ч-. . .  .Зл;'ч-2лгч-1 

Л I  =— л?"-  '--2л;'' -='—3^?'»-^—.  • .— (тг^З^'— (тг— 2>— (п— 1) 

\  ■    Л,=— 7г^ 

Положимъ,  что  п  есть  число  четное;  гао  л— і  будетъ  нечетное,  а  л— 2 
четное.  Ряды: 

л,    л,,    /'  / 

_       _       _  н- 

[ч-со]  _       _       ч-  ч- 

показываюшъ,  что  данное  уравненіе  не  имѣетъ  дѣнствительныхъ  корней. 

Изъ  этого  примѣра  заключаемъ,  что  корни  уравненія  (б)  (см.  §  5І) 
всѣ  мнимые,  когда  л?>2. 

-1 
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§  100.  Теорема  Штурма  даетъ  средство  опредѣлять  условія  дѣйсгави- 
піельности  всѣхъ  корней.   Возымемъ  сперва  общее  уравненіе  2-8  степени 

Для  него  но  §  93,  составляемъ  Функціи 

ГІоложивъ        —  со,  ч-со  ,  имѣемъ 

[ —  00  ]  -_         или  О ,  или  —  ) 

[ — ос]  -ь    -4-  (  +  или  о,  или  —  ); 

отсюда   видимъ ,    что   дд^нное  уравненіе   тогда  только  будетъ  иліѣшь 
дЁЙсшвительные  неравные  корни,  когда  В'' — 4:АС>о. 
Для  уравненія 

имѣемъ : 

Чтобы  всѣ  корни  даннаго  уравненія  были  дѣйсщвигаельные,  необходимо, 
чтобы  въ  ряду  [ —  «3  ]   не  было  гювтореній  знаковъ  ,   а  для   того  косф- 
Фиціентъ  перваго  члена  въ  каждой  Функціи  и  постоянный  остатокъ 
доляшы  быть  положительные.  И  такъ  условія  дѣйствигаельносши  всѣхъ 
корней  уравненія  3-й  степени  будутъ  : 

—р>0    и    — 4:^^^—21^''>0  или  =:0> 

т.  е. 

р<0    и        4/?*+21^^<0  или  =0. 

Точно  такимъ  же  образомъ  можно  вывести  условія  дѣйствншельности 
всѣхъ  корней  уравненій  4-й    и  5-й  и  пр.  степени. 

(Способь  Фурье), 

§  101.  Мы  видѣли  все  преимущество  Штурлюва  способа  предъ  Ла- 
гранжевымъ\  не  смотря  на  то ,  онъ  бываетъ  иногда  очень  затру дните- 
ленъ,  а  именно,  когда  коеФФиціенпіы  послѣдовап  ельныхъ  остатковъ  бо- 
лѣе  и  болѣе  возрастаюгаъ  и  не  сокращаются.  Такъ  въ  5-мъ  примѣрѣ, 
послѣдній  остагаокъ  имѣетъ  29  циФръ;  если  бы  корни  Функціп  /{ „ 
были  мнимые,  то  Штуржопь  способъ  едва  ли  былъ  бы  легче  Лаграііжева. 
По  этому  иХтурлювъ  способъ  для  уравненій  высокнхъ  степеней  замѣ- 
няется  способомь  фуры. 
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Теорема,  служащая  основаніемъ  способу  фгрье,  въ  первый  разъ  была 
обнародована  Вюданомь  въ  1807-мъ  году  въ  его  сочиненіи:  Ноиі^еііе  те- 
і/гос/е  роиг  Іа  гёзоіаііоп  с1е8  с^иа^іо^гз.  Но  письма  Поассона  къ  фуръе  и 
Коранцеза  къ  Навье ,  поміщенныя  послѣднимъ  въ  его  предьувѣдомленін 
въ  началѣ  Апаіузе  Лез  е^иа^іопз  Лёісгтіпеез ,  несомнѣнно  доказываюгаъ  , 
чгао  эта.  теорема  была  извѣстна  въ  Политехнической  Школѣ  въ  П91-мъ 
году ,  и  принадлежитъ  фуръе,  который  впослѣдствіи  основалъ  на  ней 
вѣрный  и  удобный  способъ  отдѣлснія  корней.  Эшотъ  способъ  явился  въ 
свѣтъ  вмѣсшѣ  съ  Апаіузе  іез  е^иоііопз  сіёіегтіпёез ^  рукописью,  найденною 
по  смерпіи  фуръе  и  изданноьо  Навье.  Я  употреблю  все  стараніе  изло- 
жить его  съ  тою  же  ясностью  ,  съ  какою  онъ  изложенъ  самимъ  авшоромъ,ѵ 

§  ІО^.  Пусть  дано  уравненіе 

котораго  коеФФиціенты  йг^  ,  а^^^...а^  сушь  извѣстныя  дѣйсшвительвы» 
числа.  Положимъ,  что  мы  освободили  его  отъ  всѣхъ  соизмѣримыхъ  кор- 
ней ;  но  не  отдѣляли  енле  равныхъ  несоизмѣримыхъ  дѣйсшвительныхъ  и 
мнимыхъ  корней. 

Взявши  всѣ  т  производныя  ошъ  У^(^г),  имѣемъ  рядъ  Функцій 

(1)      /7^),  /'"'Ч^). /"-Ч^),  /"'М.       /'М,  /(^), 

кошорыхъ  степени,  начиная  справа  в^іѢво,  идушъ  уменьшаясь  единицею^ 

и  послѣдняя  есть  постоянное  количество  іп{^т — — 2)  3.2.1. 

Означи^мь  чрезь  /  и  — I'  обш,іе  предѣлы  всѣхъ  дѣйсшвительныхъ  корней, 
вставимъ  ихъ  вмѣсшо  х  въ  Функціи  (і),  и  изобразимъ,  такъ  же  какъ  и 
въ  способѣ  Штурма,  чрезъ  и[ —      ряды  знаковъ  резульгаашовъ.  Въ 

§  П  и§  80  мы  видѣли,  чгао  рядъ  [ч-/]  имѣешъ  только  повшоренія  знаковъ, 
а  [ — /']  только  перемѣны.  Представимъ  себѣ  ,  что  х  непрерывно  изме- 
няется ошъ — до  1\  шо  рядъ  знаковъ  [д?],  переходя  отъ  [ — /'^]  къ  [/] ,  дол- 
женъ  потерять  перемѣны,  а  для  того  нѣкошорыя  изъ  Функцій  (і)  долж- 
ны мѣнять  свои  знаки,  ш.  е.  должны  уничтожаться  для  нѣкошорыхъ 
значеній  сс.  Здѣсь  можегаъ  быть  нѣсколько  случаевъ,  которые  мы  раз- 
смошримъ  ошдѣльно, 

1)  Во-первыхъ  постяошримъ.  что  будешъ  съ  рядомъ  [^г],  когда  х  прондегаъ 
чрезъ  одинъ  изъ  дѣйсшвигаельныхъ  неравныхъ  корней  даннаго  уравненія. 
Означимъ  эгаотъ  корень  чрезъ  а\  гао  /(хі)~о,  а  /''(а)  имѣешъ  какое-либо 
значеніе  отличное  огаъ  нуля,  положительное  или  отрицательное.  Разсмо- 
іпримь  результаты  Функцій  (±)  для  шрехъ  безконечно-близкихъ  коли- 
чесшвъ  х~а — А,  х~а  и  х—а-^К.  Для  функціи  1{х)  имѣемъ  (см.  §  1&) 
результаты 
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/(а— Л)=— Л.  /'(а—фН) 
/{а)=о 

/{а+Іг)—+7г./'(а-\-ѲІі). 

Положимъ,  что  х=а  не  уничшожаешъ  ни  одной  изъ  среднихъ  Функіци 
(1);  то  для  А  можно  взять  значеніе  такъ  малое ,  что  знакъ  каждой  бу- 
дегаъ  тотъ  же  для  всякаго  значенія  ос,  начиная  отъ  а — 7г  до  а+Іг.  А 
■  потому  резз^льшаты:  /\а — Л),  /'{а — фЛ),  /'{а),  /'(.а-л-ѲК),  /'{а-\-Ь)  имЬ- 
іотъ  одинакіе  знаки.  Слѣдовательно,  когда  ^''{а)  съ  -+-,  тогда 

/(а — — 7і./\а—(рІі)  отрицательная , 

/  {ал-}і)-=.-\-Ь.  /'{ал-діі)  положительная. 

И  кранніе  знаки  трехъ  рядовъ  \а — Л],  [а],  [а-ьЛ]  будутъ  соогавѣтственно: 

[а-Л]  +  - 

[а]  .    .    .    .    ч_  О 

Изъ   эшого  видно,    что  въ  ряду  [а — Л]  одной  перемѣной  больше  ряда 

Ежели  Г  {а)  отрицательная;  то 

1{а — Л)= — Ь. /'(а — фК)  положительная  і 

У^(ач-Л)=-і-Л.  /'(а+діі)  отрицательная , 

а  потому  крайніе  знаки   трехъ  рядовъ  будутъ  соотвѣгаственно ; 

[а-Щ  ....    -  -ь 

[а]  ....    ^  О 

откуда  видимъ,  что  опять  въ  ряду  [а — Л]  одной  перемѣной  больше  ря- 
да [ан-Л].  И  такъ  какой  бы  ни  былъ  знакъ  /'{а),  число  перемѣнъ  ряда 
[а— Л]  единицею  больше  числа  перемѣнъ  ряда  [ач-Л].  Слѣдовательно  рядь 
знаковъ  результашовъ  [х]  шеряетъ  одну  перемѣну  каждый  разъ,  какъ  х 
достигнешъ  и  превзойдешъ  безконечно-мало  одинъ  изъ  дѣйствительныхх 
неравныхъ  корней  даннаго  уравиенія. 

2)  Положимъ  теперь,  что  количество  а,  вставленное  вмѣсто  х  въ 
функціи  (і),  уничгаожаетъ  только  одну  изъ  среднихъ,  не  уничтожая  У(^^г:). 
Пусгаъ  эта  уничтожающаяся  функція  будегаъ  то  У"(а)=о.  Взявши 
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Л  шакъ  малыліъ,  чтобы  знаки  всѣхъ  прочихъ  Функцій  были  гаѣ  же  для 
всякаго  значенія  начиная  отъ  а — к  до  а-л-к,  разсімошримъ  результаты 
У"(а — /і),  и  /"'{а-\-Ь).    Они  (см.    §  18}  будуть    соогавѣгаственно  : 

—к.  /''^\а—фк),   О,  -\-к.  /"'+\а+Ѳк).  Знаки  и /"-^(«)  могугаъ 

быть,  или  Ч-  или  — ;  ошъ  чего  происходить  четыре  случая  : 

а)  Когда  положительная;    тогда  У'* '"^(а^ — фк)    и  /'^  '^^{а+Ѳк) 

также  положительный,  а  потому 

/'^{а — /0= — /^""^^{а — фк)  отрицательная , 

/'\а-л-к)=-\'к.  /"'^^{а-ѵдк')  положительная. 

Если  притомъ  положительная;  то  знаки  трехъ  ФункційУ^'*+^(д;), 

/"(л^), въ  трех'ь  радахъ  [а — Л],  [а],  [аЧ-Л]  соотвѣшственно  будуть: 

[а — Л]  +    —  + 

[а]  .     .     .     .    +     О     -Ь    .     .     .  . 

[а-і-Л]  ...    .-ь    +  ч-.... 

Когда  /"^'(а)   отрицательная,   а  положительная;  тогда 

предъидуш,ее  положеніе  знаковъ  замѣнишся  слѣдующимъ 

[а—/?]  ....    ~    ч-    ч-    ...  . 

[«]  ....-04-.;.. 

[ач-Л]  + 

с)  Ежели /" а /'*~^(а)<о;  то  положеніе  знаковъ  будет  ь  такое: 

[а— Л]  .  .    .    .    ч-    _    —    .    .    .  . 

[а]  .  .     .     .     +     О     -     .     .     .  . 

[ач-Л]  .  .    .     .    ч-     ч-    —    .    .    .  . 

^  Наконецъ  когда  /"+^(а)  и  /'^~^{а)  обЬ  ошрицательныя  ;  тогд:- 
имѣемъ  слѣдующее  положеніе  знаковъ 

[а_Л] 

М  .    .    .    .    _     о    -    .    .    .  . 

[ач-Л]  ....    —    —   —  .... 

Разсматривая  эти  различныя  положеніа  знаковъ,  находимъ:  і)  когда 
/"^Ѵа)  и/'*~^(а)  имѣюгаъ  одинакіе  знаки,  тогда  въ  ряду  [а — к]  двумя 
переліѣнам и  больше  ряда  [ач-Л];  2)  когда  же  знаки  этихъ  Функцій  разные, 
тогда  число  церемѣнъ  въ  ряду  [а— к]  равно  числу  перемѣнъ  въ  ряду  [ач-Л]. 
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II  шакъ  если  х  достигнешь  іі  превзойдешь  оезконечно-мало  дѣйсшвн- 
гиельный  кореш,  только  одной  пзь  среднлхъ  Функцій  то  рядъ  зна- 

ковь  \зс^  пошеряешъ  или  двѣ  перемѣны,  или  ни  одной. 

3}  Посмогариліъ,  чшо  63'дешъ  съ  рядомъ  [л-],  когда  количество  вста- 
вленное вмѣсшо  X  въ  рядъ  Функцій  уничшожаегаъ  нѣсколько  Функ- 
цій  сряду. 

Положиліъ  сперва,  чшо  уничшожаюшся  нѣсколько  среднихъ  Функцін, 
рядомъ  сшояш,пхъ.  Пусть  число  нхъ  есшь  г,  а  I  "(^х)  первая  пзъ  нихъ 
слѣва;  шо 

Что  же  касается  до  («)  и  У'*~'(а),  шо  онѣ  будушъ  пли  >,  нлп  <о. 

Измѣнимъ  по  предъндущему  а  безконечно-ліало  въ  и — Л  и  а-\-]і ,  н  по. 
смошримъ  каковы  будушъ  знаки  резульшашовъ : 

По  §  18,  имѣемъ: 

2  3  2.3 


2 .  3 ...  г  2 . 3 ...  г 

Здѣсь  /г  полагается  шакъ  тмалымъ,  чшо  знаки  Функцііі,  предшествую- 
щи хъ /^"(^)  и  сіѣдуіоіцнхъ  послѣ  +  остаются  шѣ  же  для  вся- 
кого значенія  х,  начиная  ошъ  а — Л  до  лч-Л.  С.іѣдоваше.іьно : 

а)  Когда /''+-^(а>о,/'^-^(«>о,  тогда Л  ), /''+'(а+/г)  и 

будушъ  также  >о;  ошъ  того  результаты: 

(3)      /"(а-Л),  /"-^(а-Л),  /«-=(а-/г),  /""^(а-Л),... .  Ч«-/0 
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будушъ  поперемѣнно  то  съ  — ,  то  съ  ч-,  а  результаты 

(4)      /"(ач-Л),  /""-^(а+к),  /"-\а+/і),  /"-^(а+Л),.... 

Бсѣ  СЪ       и  шакъ  гари  ряда  [а — Л],  [а],  [ач-Л],   соотвѣтсгавенно  будутъ 

[а— Л]  .    .    .     ч-        _  _    .    .     ч-  (.)  .  .  : 

[а]  .     .    .      ч-  о         О  О      .     .      О  -Н  .  .  . 

[ач-Л]  ...ч-        ч-       ч-        Ч-..Ч-  ч-... 

Означивъ  чрезъ  Н  число  перемѣнъ  въ  ряду  [а — /г],  а  чрезъ  К  число 
перемѣнъ  въ  ряду  [ач-Л],  разность  Н — К  будетъ  всегда  равна  числу  пе- 
ремѣнъ  въ  [а — Л],  заключаюш;ихся    между  и  Но  это  число 

передіѣнъ,  когда  г  четное,  будетъ  г,  а  когда  і  нечетное,  тогда  оно  бу- 
дегаъ  гч-1;  слѣдовашельно  разность  Н — К  въ  обоихъ  случаяхъ  четная. 

5)  Ежели  /^'^^  (а)>о,  /"'~\а)<оі  то  знаки  выраженій  (2),  (3)  и  (4) 
останутся  тѣ  же;  но  предъидущіе  ряды  замѣнятся  слѣдуюхцими : 

[а — /і]  —    ч-    —    ..         ±  —  ... 

[а]  .     .     .    Ч-     О      О      О     .    .  О  —  .... 

[ач-Л]  ...ч-ч-ч-ч-..        ч-         —  ... 

Пусть  опять   Н  будетъ  число  перемѣнъ  въ  ряду  [а — Л],  а  ІІГ  въ  ряду 
[а — Л];  шо  разность  Н — К  будетъ  равна  числу  перемѣнъ  между  У^"^^  и 
Она  будетъ  г,  когда  г  четное,  а  і — 1,  когда  г  нечетное;  и  шакъ 
она  въ  обоихъ  случаяхъ  четная, 

с)  Когда  /'^-^^{а)<о,  /''^~і(а)<о;  тогда  выраженія  (2)  и  (4)  также  <о, 
Іісзульшаты  (з)  будушъ  поперемѣнно  положительные  и  отрицательные, 
и  наши  три  ряда  будушъ 

[а-Л]  .    .    .    -   ч-    -    ч-    .    .    -С'О    -    .    .  . 

[а]  ...    —    О      О     О     .    .    О  _    .     .  . 

[ач-Л]  ...    —    —    —    —    ..    —         —  ... 

Разность  Я — К  равна  числу  перемѣнъ  въ  ряду  [а — Л]  между  /"^^  и /'*"'; 
эгао  число  будетъ  г,  когда  г  четное,  а  гч-1,  когда  і  нечешное;  слѣдо- 
вагаельно  въ  обоихъ  случаяхъ  Н — К  есть  число  четное. 


(»)  Знакъ  ч-  относится  къ  і  четиому,  а  —  къ  і  нечешному. 
(*♦)  Здѣсь  —  относится  къ  і  четному,  а  Ч-  къ  і  нечетному. 
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^  Наконецъ  если /"-^-^(а)<о,  а/"~'^'(а)>о;  то  знаки  выраженій  (3)  и  (4) 
будутъ  шЪже,  что  и  въ  предьидуще.мъ  случаѣ,  и  ряды  знаковъ  будутъ: 

/п+г  ^Г п-і  ^  I    ^^ п-  і 

[а— Л]  —    -ь—    ч-..        —  -4-... 

[а]  ...—     ООО..         О  Ч-     .     .  . 

[а+Л]  —    -    —  — 

Разность  Н—К  равна  числу  ііеремѣнъ  ряда  \а — Л]  между  и 
^/1— іЧ-і  и  будетъ  г  или  смотря  по  тому,  будегаъ  ли  г  число  четное 

или  нечетное. 

Изъ  этихъ  изслѣдованій  заключаемъ,  что  Н—К,  когда  і  четное  чи- 
сло, будетъ  г,  а  когда  г  нечетное,  тогда  она  будетъ  гЧ-і  или  г — 1,  смотря 
по  тому  будутъ  ли  У""^*  и съ  одинакими  или  разными  знаками.  Сле- 
довательно разность  Н — К  всегда  положительная  и  четная.  Когда  /=1, 
разность  Н — К  будетъ  или  2  или  0:  это  случай,  который  мы  уже 
разсматривали,  полагая,  что  а  уничтожаетъ  только  одну  изъ  среднихъ 
функцій. 

Ежели  а  уничтожаетъ  нѣсколько  крайнихъ  Функцій  справа,  на  пр. 
7,  ш.  е. 

(й)=о, /-^    (л-)=:о,...., /"(а)=о, /'(а)=о, /(а)=о; 

гао,  по  §  69,  это  показываетъ,  что  а  есть  у-кратный  корень  даннаго 
уравненія  У(х)-=о,  Разсуждая  такъ  же,  какъ  и  въ  предъидущемъ  случаѣ, 
найдемъ  ,  что  рядъ  [х],  при  переходѣ  х  чрезъ  а,  теряетъ  у  перемѣнъ, 
Здѣеъ  заключается  первый  изъ  разсмотрѣнныхъ  нами  случаевъ,  а  именно, 
когда  ^=:=±.  И  такъ  рядъ  [а],  при  переходѣ  отъ  — I'  къ  теряетъ 
столько  перемѣнъ,  сколько  между  этими  предѣлами  заключается  рав- 
ныхъ  и  неравныхъ  дѣйствительныхъ  корней  даннаго  уравнения. 

4)  Наконецъ  можетъ  случиться ,  что  количество  а,  вставленное  вме- 
сто X  въ  рядъ  уничтожаетъ  г  Функцій  въ  одной  части  ряда,  г —  въ 
другой,  г'' —  въ  третьей,  и  т.  д,  и  у  съ  конца;  тогда,  прилагая  предъ- 
идущія  сужденія  къ  каждой  части  ряда  отдѣльно  ,  мы  въ  сосшояніи 
будемъ  определить  число  теряемыхъ  перемѣн'ь  рядомъ  [х],  когда  х 
достигнепгь  и  превзойдетъ  безконечно-мало  количество  а. 

Рассмотренные  нами  случаи  объясняютъ,  какимъ  образомъ  рядъ  [х]  те» 
ряетъ  т  переменъ,  при  переходе  х  отъ  — I'  къ  -ь/,  и  привод  я  тъ  насъ  къ 
следующимъ  заключеніямъ : 

1-е.  Съ  непрерывными  возрастаніежь  х,  гисло  перемтьнъ  въ  ряду  зпа- 
коб©  [х]  не  жі)жет'Ь  созрастатъ. 
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2  е.  Когда  колшсство  а,  вставленное  влоьсто  х  еь  ряЪъ  (і),  уншто' 
жоетъ  крайнюю  фгнкцію  Г(х);  то  рядъ  знаковъ  [х]  теряетъ  столько  пе- 
релиьнь,  сколько  уравненіе  [(х)=о  илітъетъ  корней  раеныхъ  а. 

."^-е.  Когда  колигсство ,  вставленное  влігъсто  х,  унигтожаетъ  одну  или 
нгьсколько  среднихь  функиій  ,  не  гиигтпожая  крайней  ^(х);  то  гисло  пере- 
мѣнь  сь  [х],  или  останется  то  же,  или  уліеньшится  гетныліь  гислоліъ. 

И  такъ,  если  всЬ  корни  даннаго  уравненія  дѣйсгавительные ;  гао  рядъ 
[х]  шеряетт.  всѣ  т  перемѣнъ  когда  х  перейдешь  чрезъ  всѣ  эти  корни. 
А  потому  онъ  не  г.іожешъ  терягаь  перемѣнъ,  когда  х  перейдешъ  чрезъ 
количество,  уничтожающее  одну  или  нѣсколько  среднихъ  Функцій,  но 
неравное  одному  изъ  корней  даннаго  уравненія. 

Если  уравненіе  У^(л:)=го  имѣетъ  7?г — 2  дѣйствительныхъ  корней,  а  про- 
чте  два  мнимые;  то  рядъ  [х'\,  одинъ  разъ  только  долженъ  потерять 
вдругъ  двѣ  перемѣ«ы,  отъ  вставки  вмѣсто  х  количества,  уничтожаю- 
щаго  одну  изъ  среднихъ  Функцій,  но  неравнаго  одному  изъ  корней  (л:); 
остальныя  же  т — 2  перемѣнъ  исчезаюгаъ  по  мѣрѣ  того,  какъ  х  перехо- 
дишъ  чрезъ  каждый  изъ  т — 2  дѣйствителъныхъ  корней. 

Во  всякомь  случаѣ  каждому  изъ  дѣйствительныхъ  корней,  равныхъ 
или  неравныхъ,  соотвѣгаствуетъ  одна  исчезающая  перемѣна,  а  потому 
число  перемѣнъ,  шеряемыхъ  при  уничшоженіи  только  среднихъ  Функцій, 
всегда   равно  числу  мнимыхъ  корней  даннаго  уравненія. 

§  103.  Изъ  этого  выгаекаетъ  знаменитая  теорема  фурье^  составляю- 
щая одно  изъ  важнѣйшихъ  свойсгавъ  уравненій: 

Пусть  дано  численное  уравненіе  У^^л^)— о  степени  т.съ  дѣйствительны- 
ми  коеффиціенгаами.  Взявши  рядъ.  Функцій/'"(л7),  /іа:), 
изъ  когаорыхъ  каясдая  есть  производная  предъидущей,  направо  стоящей, 
дадимъ  X  частное  значеніе,  напишемъ  знаки  результатовъ ,  и  назовемъ 
этотъ  рядъ  знаковъ  чрезъ  [л:]  5  число  перемѣнъ  въ  этомъ  ряду  съ  измѣ- 
неніемъ  х  будегаъ  измѣнягаься  по  сдѣдующимъ  законамъ: 

Ежели  — I'  и  I  суть  два  числа,  изъ  когаорыхъ  первое,  будучи  вста- 
влено вмѣсто  X  въ  рядъ  Функцій,  даешь  только  перемѣны,  а  второе 
только  повгаоренія;  то  сь  возрасшаніемь  х,  начиная  отъ  — до  /,  рядъ 
знаковъ  [х]  потерять  т  перемѣнъ.  Это  число  перемѣнъ  не  можетъ 
возрастать  съ  возрастаніе.мъ  х. 

2)  Рядъ  теряешь  перемѣну,  каждый  разъ  какъ  х  достигнешь  и  пре- 
взойдешь безконсчно-мало  одинъ  изъ  дѣйсшвишельныхъ  коренй  даннаго 
уравненія. 

3)  Сколько  уравнеиіе  /{а:)=о  имѣетъ  парь  мнимыхъ  корней,  столько 
разъ  рядъ  \х\  теряешь  вдругъ  двѣ  перемѣны  , 

§  ІО^.  Основываясь  на  этомъ  предложеніи  ,  мы  въ  сосшояніи  узнать, 
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сколько  данное  уравненіе  лтожетъ  имѣгаь  дѣйствительныхъ  корней  меж- 
ду двумя  числами  а  и  Ь.  Въ  самомъ  дѣлѣ  :  вставивш!і  ліеньшее  нзъ  ннхь 
а  въ  рядъ  Функцій  (і),  сочшемъ  число  перемѣнъ  въ  [а\  рлду  знаковъ 
результатовъ,  пусть  эшо  число  будешъ  Я;  погаомъ  ііставимъ  Ъ  въ  рядъ 
функцій,  и  сочшемъ  число  перемѣнъ  въ  ряду  Щ,  которое  пусть  будетъ 
К.  Разность  Н — К,  всегда  положительная,  покажетъ,  сколько  можно 
искать  дѣйсшвительныхъ  корней  между  а  іл.  Ь, 

Ежели  разность  Н — К— о-,  шо  я  и  5  не  заключаютъ  ни  одного  корня 
даннаго  уравненія,  Въ  самомъ  дѣлѣ:  допустивши,  что  а  <а<5  и  У(а)=о, 
рядъ  знаковъ  [х^,  при  переходѣ  х  отъ  а  къ  і  чрезъ  а,  потерялъ  бы  пе- 
ремѣну,  а  какъ  она  не  можетъ  опять  возстановитъся,  гао  въ  ряду  [д] 
было  бы  меньше  перемѣнъ,  недсели  въ  ряду  [а];  слѣдовательно  Н — К  не 
была  бы  равна  нулю. 

Когда  Н — К=1;  тогда  а  и  Ь  заключаютъ  одинъ  дѣйствнтельный  ко» 
рень  уравненія  /{х)=о\  потому  что,  при  переходѣ  х  отъ  а  къ  рядъ 
[х]  шеряешъ  одну  перемѣну  только  тогда,  когда  уничщожаеіпся  У[х). 
Болѣе  одного  корня  предѣлы  а  и  5  заключать  не  могугаъ;  потому  что, 
въ  противномъ  случаѣ,  разность  Н — К  была  б&і  больше  единицы. 

Если  Н — К=2,  то  уравненіе  У(х)т=о  можетъ  имѣшь  между  пределами 
а  н  5,  или  2  дѣйствительныхъ  корня,  или  ни  одного.  Послѣдній  случай 
встрѣчается,  когда  существуетъ  количесшво  >я  и  <5,  которое,  будучи 
вставлено  вмЬсгао  х  въ  рядъ  уничшожаешь  одну  изъ  среднихъ  Функ- 
цій  и  уноситъ  заразъ  двѣ  перемѣны  въ  ряду  [х].  Предѣлы  а  п  д  не 
мюгушъ  содержать  болѣе  двухъ  корней;  потому  что,  въ  противномъ 
случаѣ,  рядъ  [х]  терялъ  бы  болѣе  двухь  перемЬнъ,  при  переходѣ  х  отъ 
а  до  д;  шакъ  что  разность  Н—К  была  бы  больше  2'ХЪ,  а  это  по  по- 
ложению не  возможно. 

Во  всякомъ  случаѣ  число  дѣйствительныхъ  корней  уравненія  /{х)-=.о, 
содержащихся  между  а  п  Ь,  не  можетъ  быть  болѣе  разности  Н — К. 
Если  эта  разность  нечетная,  то  а  ѵі  Ъ  заключаютъ  по  крайней  мѣрѣ 
одинъ  дѣйствительный  корень;  когда  же  она  четная,  тогда  случается, 
что  между  а  іл.  Ъ  нѣгаъ  ни  одноіо  дѣйсшвишельнаго  корня.  Вообще,  если 
число  дѣйствигаельныхъ  корней  меньше  разности  Н — К  числомъ  5;  то 
эщо  число  назначаешь  для  / {х)—о  столько  мнимыхъ  корней,  сколько 
въ  немъ  единицъ.  | 

§  106.  Изъ  этихъ  заключеній  вытекаетъ,  какъ  слѣдсгавге,  извѣсшная 
теорема  Декарта,  Пусть  уравненіе  /{х)=о  будешъ  полное,  т.  е.  ко- 
торое заключаетъ  члены  со  всѣмп  степенями  х,  начиная  огаъ  т  до  о. 
Возьмемъ  для  предѣловъ  а  и  і  значенія  О  и  — со;  вставивши  первое  изъ 
нихъ  въ  рядъ  Функціи         получаемъ  результаты 
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/— « (0),  Ло),^'(о),  /со), 

когаорыхъ  знаки,  по  §  18  ур.  (38),  одинаковы  съ  знаками  косффицтсн- 
гаовъ  даннаго  уравненія  :  1,  я^,  а^,....а^^.  Разносшь  числа  пере.мѣнъ 
ряда  [ — со]  и  числа  перемѣнъ  ряда  [0],  какъ  легко  понять,  равна  числу 
повтореній  въ  ряду  знаковъ  косффиціентовъ,  и  по  §  103,  она  не  люжетъ 
быть  меньше  гис^а  ^тьйствителъныхъ  отрицательныхъ  корней  даннаго 
уравненіл.  Давши  а  и  5  значенія  О  и  Ч-оо  ,  разность  числа  перемѣнъ 
ряда  [0]  и  ряда  [-ьсо]  будешь  равна  числу  перемѣнъ  въ  ряду  знаковъ 
кобФФиціентовъ,  и  по  §  ІОЗ,  она  не  меньше  тела  положителъныхъ  кор' 
ней  даннаго  уравненіл, 

§  106.  Общая  теорема  §  103  показываетъ ,  между  какими  предѣлами 
должно  искать  дѣйсшвишельные  корни  даннаго  уравненія.  Ежели  предѣлы 
а  иВ  даютъ  ряды  знаковъ  [а]  и  [й],  имѣіощіе  одинакое  число  перемѣнъ; 
шо  они  не  могушъ  содержать  ни  одного  корня.  А  потому  при  ошдѣле- 
ніи  корней  такіе  предѣлы  оставляются  безъ  вниманія  ,  и  разсматри- 
ваюшся  только  тѣ,  которые  даюшъ  разное  число  перемѣнъ  въ  рядахъ 
знаковъ  резулъгаагаовъ. 

Можсшъ  случиться ,  что  одинъ  пзъ  предѣловъ  а  или  Ъ  уничгаожаетъ 
одну  или  нѣсколько  Функцій;  тогда  мы  въ  недоумѣніи,  какіе  знаки 
должно  приписать  этимъ  функціямъ  въ  ряду  знаковъ,  соошвѣшсшвую- 
щемъ  этому  предѣлу,  и  какъ  считать  число  перемѣнъ.  Для  эшох'О 
фуръе  предложилъ  очень  легкій  способъ ,  не  требу ющій  никакихъ  вы- 
численій. 

§  107.  Пусть  предѣлъ  а,  будучи  всгаавленъ  вмѣсто  х  въ  рядъ  Функціи 
(і),  уничшожаешъ  одну  или  нѣсколько  среднихъ  Функцій;  то  рядъ  зна- 
і^овъ  [а]  можно  замѣнить  двумя  рядами  [<а]  и  [>(а'],  соотвѣтствующими 
двумъ  предѣламъ,  а — к  и  а+Л,  безконечноблизкимъ  къ  а.  Для  сосшавленія 
эшихъ  рядовъ,  основываясь  на  §  102  мы  выводимъ  слѣдуюш,ія  правила: 

і)  Чтобы  составить  рядъ  [>«]:  наппшемъ  сперва  рядъ  [я],  пошомъ,, 
начиная  слѣва,  каждый  знакъ,  который  не  О,  повторяемъ  внизу;  встрѣ- 
тивши  О,  сшавимъ  подъ  ниліъ  прсдъидущій  знакъ ,  и  повторяемъ  его  до 
гпѣхъ  поръ,  какъ  всшрѣгаимъ  опять  знакъ  не  0;  послѣ  того  посшупаемъ 
по  предьидуш;ему. 

2}  Для  составленія  ряда  \<^\  начиная  слѣва,  каждый  знакъ  ряда  [а], 
если  онъ  не  О,  пишемъ  сверлу,  а  встрѣтивши  О,  сшавимъ  иадъ  ниаіъ 
знакъ,  противный  предъидущему.  Такпмъ  образомъ  продолжаемъ  далѣе. 

Такъ  на  пр.,  если  ошъ  вставки  а  въ  рядъ  Функцій  найдемъ  рядъ  зна- 
ковъ 


Ч-  -4-  0000  —  ООО       —  О  —  00000+5 
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гао  его  замѣняемъ  рядами : 

[<"]  -4-Ч  !  -н  «  нн  н  н  н  -+- 

[а]  -+-+0000  —  ОООН  0  —  00  ООО 

[>а]   1  


Составнвъ  шакимъ  образомъ  два  ряда  [<л]  и  [>а],  первый  беремъ  для 
сравненія  а  съ  нредѣломъ  5',  меньшимъ  а,  а  вшорой  для  сравненія  а  съ 
предѣломъ  6,  большимъ  а.  Это  правило  фуръе  называегаъ  правилоліЪ 
двойного  знака;  его  должно  употреблять  каждый  разъ  какъ  количество, 
вставленное  вмѣсгао  л;  въ  рядъ  Функцій  уничтожаетъ  нЬкоторыя  изъ 
нихъ.  А  потому  при  сравненіи  рядовъ,  соотвѣтствующихъ  двумъ  ка- 
кимъ  нибудь  предѣламъ,  мы  никогда  не  всшрѣтимъ  знаковъ  0. 

Не  должно  забывать  сравненіе  рядовъ  [<а]  и  [>я]  между  собою ;  они 
очень  часто  ошкрываюшъ  присутствіе  мнимыхъ  корней  въ  данномъ  ура- 
вненіи.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  Н,  число  перемѣнъ  въ  ряду  [<а],  не  можетъ  быть 
меньше /С,  числа  перемѣнъ  въ  ряду  [>а],  и  если  Н^К  (чгаобываетъ,  когда 
а  уничтожаетъ  несколько  Функцій  сряду),  гао  разность  Н — К=Ь  есть 
число  четное;  въ  шакомъ  случаѣ  уравненіе  /{х)=о  имѣетъ  §  мнимыхъ 
корней,  кромѣ  шѣхъ,  которые  открываются  другими  предѣлами.  Въ 
предъпдущемъ  примѣрѣ  разность  Н—К  есть  16 — 4=12  и  показываешъ, 
что  данное  уравненіе  имѣетъ  покрайней  мѣрѣ  12  корней  мнимыхъ. 

§  108.  Пояснимъ  изложенныя  нами  теоремы  примерами: 

Прішѣръ  I. 

Возьмемъ  вопервыхъ  уравнение 

/(^г)—Х^  —  3^г^—21^"-+-95л:*—46^с— 101^0, 

къ  которому  мы  уже  прилагали  способъ  Штурма.  Для  него  имѣемъ 
рядъ  Функціи: 

/(^г}=л?^— 3^?'^— 24л:'-4-95^'— 46л:— 101 

/  '(^»7)=5лг^— 12^'— 12^г'-И90л:— 46 

/"( ^р)=20^г? '  — 36>г      1 44л:-4- 1 90 

/"'(л^)=60л;^— 12л;— 144 

/"'(д?)=120^— 72 


/''(^)=120 


27* 


212 


—1,-10,... 

Вставивши  сюда  вмѣсто  л;  числа  О,  ,  и  написавши  соотвѣш' 

сшвенно  знаки  резульгаатовъ,  получаемъ  ряды: 

Г  /'    /  / 

[—10]  ч-    —   — 

[ — і]  -\-    —    —    ч-  — .  -ь 

[0]  ч-    —  ч-  — 

[і]  н-    ч-     —    ч-  ч-   

[10]  -^-  л-  -^- 

Въ  ряду  [ — ю]  только  перемѣны,  а  въ  ряду  [+10]  только  повторенія; 
слѣдовательно  — 10  и  Ч-10  сушь  обш,іе  предѣлы  всѣхъ  корней.  Разсмаш- 
ривая  ряды  [ — 10]  и  [ — і],  находимъ,  что  въ  первомъ  одной  перемЬной 
больше  втораго,  а  пошому  — 1  и  —10  суть  частные  предѣлы  одного 
изъ  дѣйствишельныхъ  отрицагаельныхъ  корней  дапнаго  уравненія. 
Предѣлы  О  и  — 1  также  заключаютъ  одинъ  дѣйсшвительный  корень;  по- 
тому что  въ  ряду  [ — і]  4  перемѣны,  а  въ  ряду  [о]  только  3.  Ряды  [о] 
и  [і]  не  открываютъ  ни  одного  корня;  потому  что  въ  нихъ  число  пе- 
ремѣнъ  одинаков.  Наконецъ,  сличая  рядъ  [і1  съ  рядомъ  [10],  находимъ, 
что  въ  первомъ  5  перемѣны,  а  во  второмъ  ни  одной:  это  предполагаешь 
въ  уравненіи  3  корня,  изъ  ко шорыхъ  одинъ  необходимо,  действительный , 
а  прочіе  два  остаются  въ  неизвестности. 

ПріІМѢ]]Ъ  П. 

Возьмемъ  уравненіе 

Рядъ  Функцій  (і)  будетъ: 

/[х)=л      4^'— Зд;+23 
/'(^г)~4^г'  — 12^^—3 

/"(^)=24л:— 24 

Вставляя   о,  -Ы,  -НО  вмѣсгао       замЬчаемъ,  ^шо/'(о)=0  /'(1)=0,  а 


2ІЗ 


потому  составляемъ  ряды:    [<о],  [>0]  и  [<!]  и  [>і]. 
И  шакъ  имѣемъ: 


I'  г  I 

[<0] 

[0] 

4- 

0  — 

[>о] 

н- 

[<і] 

>+- 

[і] 

-»- 

0 

[>1] 

-4- 

[10] 

Сличая  ряды  [<о]  и  [>0]  ,  находимъ  ,  чшо  въ  первомъ  4  перемѣны, 
а  во  вгаоромъ  2,  разносгаь  этихъ  чиселъ  есть  2  5  слѣдовате^^ьно  два  корня 
даннаго  уравненія  мнимые.  Ряды  [>0]  и  [<і]  имѣюшъ  одинакое  число 
перемѣнъ,  а  потому  предѣлы  О  и  1  не  открываюшъ  ни  одного  корня 
въ  данномъ  уравненіи.  Ряды  [<1]  и[>і]  также  не  открываютъ  ни  одно- 
го корня.  Наконецъ  ряды  [>і]  и  [Ю]  показываютъ  два  корня,  которые 
могутъ  быть  или  дѣйствительные,  или  мнимые. 

Залітъг.^ъътожъ  примѣрѣ  данное  уравненіе  неимѣетъ  члена  съ  а  пото- 
му производная  /"(л;)  не  имѣетъ  постояннаго  члена,  и  уничтожается  при 
л=0.  Вообш^е,  если  данное  уравненіе  неполное;  то  огаъ  х—^  уничтожается 
столько  производных-ь,  сколько  въ  уравненіи  не  достаетъ  членовъ,  и  въ 
шакомъ  случаѣ  должно  пользоваться  правиломъ  двойнаго  знака.  Руковод- 
ствуясь этимъ  замѣчаніемъ,  можно  часто  прямо  узнать  имѣетъ  ли 
уравненіе  мнимые  корни,  и  сколько  ихъ. 

Такъ  для  уравненія 

положиБъ  х~^,  имѣемъ  ряды: 

^пь^    ^,п^г^    рг^.^    /.«-з^     ,     .     .    /  / 
[<0]  -4-  —  +  —         .     .     .  . 

[о]  -4-         О         .0         о        ...  о 

[>0]  4-         -ь         -н         +  .... 

которые  показываютъ: 

і)  Когда  т  четное  и  «'^^  дѣиствитсльное  положительное  число;  тогда 
въ  ряду  [<0]  только  перемѣны  ,   а  въ  ряду  [>о]  только  повтореніе,  и 


потоліу  всѣ  т  корней  мнимые.  Но  когда  т  четное,  а  а,п  дѣйсгавишель. 
нов  отрицательное  число;  тогда  ряды  [<о]  и  [>0]  открываютъ  въ  дан- 
номъ  уравненіи  т — 2  мнимыхъ  корней;  остальные  два  корня  дѣйстви- 
тельные:  одинъ  положительный,  а  другой  отрицательный. 

2)  Если  же  т  нечетное,  то  данное  уравненіе  имѣетъ  т — 1  мнимыхъ 
корней;  остальной  корень  дѣйспівищельный  и  съ  знакомъ,  лротивнымъ 
коеФФИціенту  а„^. 

Разсматривая  уравненіе 

находимъ: 

1)Когда  /г четное,  о„>0  и  а  г„>0,  тогда  данное  ур.имѣетъ:  0дгъист,,2пж7г.  к. 

 й„>0,а,„<0,  :2  2«— 2.  . 

.     .     .     .     ;     «„<0  ,  аа^^>0,   :  ^неизв.,  Іп—А.  . 

 ^/г<^     ^а„>0,   :  ідѣйст.,2п-^2.  . 

2)Когда/гнечетное, а„>0  пл2,.>0,   :  2  нсизв.,  2п-~2.  . 

.     .    .     .    .      «„>0  ,  а  ^^<0   :2дѣйст,  2п — 2.  . 

 ^7г<^  >  ^ал>0   :2неизв.   2а — 2.  . 

 о^<0  ,  а  а^<0   :  2  дгьйст.  2п—2.  . 

Примѣръ 

Для  уравненія 

а:'' — 2х^ — Ъх^+іх"^ — 5^г:-і-6=о. 
находимъ  слѣдующую  таблицу  : 

/^  /%  ^^\  /"',     л  / 

—       -4-       —     +    — )  „ 

С  одинъ  дѣист.  к. 


О     —      о      —  —    -^С  2  мнимыхъ  к. 


[-10] 

[-1] 

■4- 

[<о] 

[0] 

_ь 

0 

[>0] 

ч- 

-н 

[+10] 

-4- 

— 

\  2  корня  неизв, 
\  2  корня  неизв. 
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§  109.  Вставляя  въ  рядъ  Функцій  (і)  вмѣсгао  X  десятичныя  числа 

0,1  100,. шѣхъ  поръ ,  какъ  доидемъ  до    двухъ  чиселъ 

'^Ч-1,-Ы0,-М00,...і  ^  ^   '  ^    л         ^     «  ^ 

— ІО''  и  +10*^,  изъ  когаорыхъ  первое  даетъ  только  перемѣны  знаковъ, 
а  второе  только  повторенія,  мы  узнаемъ  всѣ  десятичные  предѣлы,  между 
которыми  тиогутъ  существовать  корни.  Но  впрочемъ  мы  не  всегда  ош- 
кроемъ  свойство  эгаихъ  корней;  такъ  напр.,  если  найдемъ,  что  разность 
числа  перемѣнъ  двухъ  рядовъ  [ — 10^]  и  [-4-10*'*"^]  четная;  то  мы  не  зна- 
емъ  корни,  открытые  этими  рядами,  будупгь  ли  дѣйствительные  или 
мнимые. 

§  110.  Представимъ  себѣ,  что  разность  предѣловъ  ч-ІО^  и  — 10*^  раз» 
дѣлена  на  множество  элементовъ;  то  каждый  элементъ  будетъ  имѣшь 
два  предѣла  а  и  5.  Этихъ  предѣловъ  два  рода:  і)  тѣ,  которые  откры- 
ваютъ  въ  уравненіи  корни,  и  2)  тѣ,  которые  неоткрываютъ  ни  одного 
корня.  Первые  узнаются  по  тому,  что,  будучи  вставлены  вмѣсто  х  въ 
рядъ  Функцій  (і),  даютъ  два  ряда  знаковъ,  для  которыхъ  разность 
чиселъ  перемѣнъ  >0;  вторые  же  узнаются  по  тому,  что,  будучи  встав- 
лены въ  тотъ  же  рядъ  Функцій,  даютъ  два  ряда  знаковъ,  имѣющихъ 
одинакое  число  перемѣнъ.  ГІослѣдніе,  какъ  мы  уже  сказали,  могутъ 
быть  оставлены  безъ  вниманія.  Перваго  род^  предѣліі  открываютъ 
или  дѣйствительные  корни,  пли  мнимые;  остается  теперь  узнать,  ка- 
кимъ  образомъ  различить  эти  два  случая. 

Здѣсь  можно  воспользоваться  способами  Лаграпжа  и  Коши  для  вы- 
численія  Д,  числа  меньтаго  наименьшей  разности  корней;  зная  это 
число,  мы  всегда  можемъ  отдѣлигаь  корни,  назначаеліые  двумя  какими- 
нибудь  предѣлами  а  и  5,  а  именно:  вставляя  въ  /{х)  в-чѣсто  х  числа 

йг+Д,    а-і-2Д,  ач-ЗД,...., 

и  разсматривая  знаки  резульпіатовъ .  Но  по  трудности  высчисленія  Д  и 
излишнимъ  вставкамъ,  эгаотъ  способъ  остается  бсзъ  ухюпіребленія. 

Фурье,  давно  уже  рѣшилъ  предложенный  вопросъ  о  распознании  дѣй- 
ствительныхъ  отъ  мнимыхъ  корней,  и  способы,  которые  онъ  для  этого 
предлагаетъ,  требують  очень  малыхъ  вычисленій.  Мы  сперва  изложимъ 
простѣйшій. 

§  111.  Разсмотрилгь  во-первыхъ  случай:  когда,  по  всшавкѣ  вмѣсгао  х  въ 
рядъ  Функцій  (і)  двухъ  количествъ  а  и  мы  получимъ  два  ряда  [«]  и  [-5], 
для  которыхъ  разность  чиселъ  перемѣнъ  есть  2,  и  знаки  край ннхъ  трехъ 
Функцін  суть: 
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[а] 
Щ 

иЛй 

н 


(5) 


(6) 


Положимъ  еще,  что  предѣлы  а  н  ^такъ  близки,  что  Функціи 

сохраняюшъ  свои  знаки  для  всякаго  значенія  а:>аіі<Ъ. 
И  такъ  въ  ряду  [а]  двумя  перемѣнами  больше  противъ  ряда  [5],  а  по- 
тому предѣлы  а  п  Ъ  огакрываюшъ  въ  уравненіи  У^(дг)=о  два  корня. 
Остается  узнать,  будутъ  ли  эти  корни  дѣйствительные  или  мнимые. 

Опустивши  въ  рядахъ  [а]  и  [5]  крайніе  знаки  (справа),  въ  первомъ 
ряду  будетъ  только  одной  перемѣной  больше  противъ  втораго;  слѣдо- 
вательно  уравненіе  (^г)=о  имѣетъ  одинь  дѣйсіпвишельный  корень  меж- 
ду а  и  5,  который  назовемъ  чрезъ  у.  Опустивши  въ  каждомъ  ряду  два 
крайніе  знака  ,  осгаавійіеся  ряды  будушъ  имѣгаь  одинакое  число  пере* 
мѣнъ,  а  потому  предѣлы  а  п  Ъ  не  ошкрываюшъ  въ  уравненіи  /"(х)—0 
ни  одного  корня,  и  ^''{рс)  сохраняешь  свой  знакъ  для  всякаго  значенія  дг, 
отъ  а  до  Ъ. 

Разсматривая  ряды  (  5  ),  вндимъ,  что  /'{йс)  возрастаегаъ  съ  возраста- 
ніеліъ  X  отъ  а  до  потому  чтоУ^"(л:)  положительная  при  всякомъ  значеніи 
Х>а  и  <й.  Такъ  какъ  а<у<Ъ\  то  /'{х)  отрицательная  при  всякомъ  зна- 
ченіи  х>а  и  а  положительная  при  х>'у  и  <5,  Слѣдовашельно /(д;)  съ 
возрасшаніемъ  х  отъ  у  до  5  увеличивается,  и  потому  П)  при  х~у 
она  имѣешъ  значеніе  тіпітит.  Если  это  тиіітит  /{^)  —  отрица- 
тельное количество  ,  то  это  знакъ,  что  /*  {х)—о  имѣегаъ  два  дѣи- 
сгавишельныхъ  корня  между  а  ѵі  Ъ:  одинъ  заключается  между  а  и  у,  а 
другой  между  у  п  Ъ.  Если  же  /{у)  —  положительная;  то  /(х)  положи- 
тельная при  всякомъ  значеніи  х>а  и  <5,  а  потому  она  не  можетъ  имѣшь 
дѣйсшвительныхъ  корней  между  а  \\  Ь. 

Въ  случаѣ  (б)  Функція  /'(^х)  положительная  и  остается  такою 
для  х>у  и  <  По  этому,  съ  возрасшаніемъ  х  отъ  я  до  Уу  ^  {рс) 
возрастаетъ  ,  а  съ  возрасшаніемъ  л:  отъ  у  до  она  уменьшается;  слѣ- 
довашельно  при  а;=^у,  она  имѣетъ  значеніе  тахіпгит.  Ежели  это  та- 
хітйт  (у)  — -  положительное,  то  уравненіе  /  (:г)=о  іімѣешъ  два  дѣй- 
сшвительныхъ  корня  между  а  и  Ъ:  одинъ  заключается  между  а  и  у,  а 
другой  между  у  и  Ъ.   Но  когда  /{у)  — отрицательная;   тоѵ/щ/{х)  не 
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можешь  обратиться    въ  нуль  ни  для  какого  значенія  х>а  и  <Ь,  и  въ 
гпакомъ  случаѣ,  корни  уравненія  /(^г)=о,  назначаемые  предѣлами  а  и 
мнимые. 

Наконецъ,  если  въ  гаомъ  или  въ  другомъ  изъ  случаевъ  (  5  ),  (  6  )  най- 
демъ,  что  /{у)=^о;  то  это  знакъ,  что  уравненіе  имѣетъ  два  дѣйстви* 
шельныхъ  корня  между  а  п  Ъ,  равныхъ  у. 

И  такъ,  зная  у,  мы  можемъ  всегда  судить,  будутъ  ли  корни  уравне- 
нія  У^(<г)=о,  назначаемые  предѣлами  а  и  5,  дѣйствительные  или  мнимые. 
Примѣромъ  можешъ  служить  уравненіе 

для  котораго  находимъ  таблицу  знаковъ  : 
[-10] 

[-1] 
М 
[1] 

Предѣлы  О  и  1  открываюшъ  въ  эгаомъ  уравненіи  два  корня,  и  удо- 
влетворяютъ  условно,  принятому  въ  началѣ  этого  Функціи: 

не  имѣютъ  общаго  дѣлителя,  а  потому  искомые  корни  не  могушъ 
быть  равные. 

Уравненіе 

имѣетъ  два  ,  дѣйствительныхъ  корня,    а  именно:  1  и  3;  елѣдовательно 
и  І^\У)'=^/{1))>  О  показываетъ,  что  корни,  назначаемые  предѣлами 
О  и  ^ ,  мнимые.    И  гаакъ  данное  уравненіе   имѣетъ  одинъ   только  дѣй- 
ствительный  корень,  который  заключается  между  — 1  и — 10. 

Но  такое  изъисканіе  бывастъ  неисполнимо,  когда  корни  несоиз- 
мѣримые,  и  когда  степень  даннаго  уравненія  выше  3-й.  А  потому  изъ 
сдѣланнаго  нами  замѣчанія  о  знакѣ  /{х),  мы  не  можемъ  вывести  общаго 
способа  отличать  дѣйствительные  корни  отъ  мнимыхъ.  Вогаъ  другой 
способъ. 

Пусть  корни  уравненія  /{х)~о,   назначаемые  предѣлами  а  п  Ъ,  дѣй- 
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сговишедьные  и  неравные;  означимъ  ббльшій  пзъ  нихъ  чрезъ  а,  а  мень» 
щін  чрезъ  ^3,  и  положи мъ 

й-=::а-і-г; 

т&щл  будегаъ /(о)=/(ач-2)=0,  или 

/(а)-ігг .  Г(а-\'ф2)=.оі 

/(а) 


а=ач-  I  —  7-,  ^  — 


Такъ  какъ  а+ф2<(а-і-2=а)  п  а<у\  то  а+фг<:у,  а  потому  знакъ  У '(а+0л) 
одинаковъ  съ  знакомь  '(а).  Но  и  У  (а)  съ  прошивныіми  знаками;  слѣ- 
довательно  У  (а)  и  /'[а-л-фг)  будутъ  также  съ  прошивными  знаками,  и 
оганошеніе  въ  томъ  и  въ  другомъ  изъ  случаевъ  (5)  (б),  положитель- 
ное. Числовое  значеніе  /'{а+фг)  всегда  меньше  /Ха)\  потому  что  /  (д?) 
приближается  къ  нулю  съ  возрасшаніемъ  х  огаъ  а  до  Слѣдова- 
шельно 

/(а)  ^  _  /{а) 


(а)  .>,+(_^^|. 
Положивъ        — и,  имѣемъ  У  (/3)— /"(^— г<)=о,  или 

отсюда 


Такъ  какъ  ^<Ь—ви  и  >'>^3,  то  у<й — Ѳи\  поэтому /'(й)  п^'(Ь—Ѳи)  съ 
одинакими  знаками,  и  числовое  значеиіе  /'(5 — Ѳи)  меньше  числоваго  зна- 

/(^) 

ченія  /'{Ь).  Слѣдовашельно  отношеніе       — всегда   положительное  и 
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•  А*) 

больше  оганошенія  "Щ^у  того 

По  положенію  а</3,  и  потому,  обративъ  вниманіе  на  неравенства  (з)  и 
(э),  имѣемъ 


^''^  щ  ^ 

Это  неравенсшво  должно  суш,ествовашь ,  какъ  бы  ни  были  близки  пре* 
дѣлы  а  и  6  къ  корнямъ  а  и  ^3, 

Посмошримъ  теперь,  будетъ  ли  удовлетворено  неравенство  (іо)  въ 
случаѣ  мнимыхъ  корней.  Въ  этомъ  случаѣ,  какъ  мы  уже  сказали,  /{х) 
сохраняегаь  знакъ  /(а)  и  /(Ь)  іі,л?і  всѣхъ  значеній  х,  начиная  ошъ  а  до  5, 
и  при  числовое  ея  значеніе   будетъ  наименьшее  для  каждой  изъ 

системъ  знаковъ:  (5)  (б).  Поэтому 

_  %^  ^  _     „  -^) 

=^      /'(а)       ЛЬ)  >  /'(*)• 
Сложивши  эти  неравенства,  имѣемъ 


Вторая  часть  послѣдняго  неравенства  положительная ,  и  увеличивается 
съ  приближеніемъ  а  и  5  къ  у;  потому  что  тогда  числовыя  значенія 
І'{сІ)  приближаются  къ /'(у)=о.  Разность  ^ — а  также  прибли- 

жается къ  нулю.  А  потому,  сближая  предѣлы  а  и  ко  такъ,  чтобы 
всегда  было  а<у  <д,  мы  доймемъ  до  того,  что 
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н  шогда  будегаъ- 

И  такъ,  если,  по  вставкѣ  двухъ  количесшвъ  я  и  5  въ  рядъ  Функціц  мы 
найдемъ,  что,  въ  ряду  [а]  двумя  перемѣнами  больше  прогаивъ  ряда  [й], 
н  что,  по  опущенін  крайнихъ  двухъ  знаковъ,  осгаавшіеся  ряды  имѣюшъ 
одинаков  число  перемѣкъ;  тогда^  чтобы  судигаь  о  свойсшвѣ  корней,  наз- 
начаемыхъ  пределами  аи  6  для  ур.  /^(х)—о,  мы  беремъ  результаты  У(а), 

У  (а),         и  составляемъ  часшныя  —  "^"^  и   тут"^;  если  одно  изъ 

/'(й)       /  (5) 

нихъ  или  сумма  ихъ  больше  или  равна  разности  предѣловъ  б—а;  гао  этот 
знакъ,  чшо  корни  мнимые.  Но  когда 

А")     Щ  , 


тогда  мы  не  въ  правѣ  ет;е  сказать,  что  корни  дѣйсшвительные:  эта 
неравенство  можешъ  суш,естБовашь  н  въ  случаѣ  мнимыхъ  корней,  если 
нредѣлы  а  и  б  еще  не  довольно  шѣсны.  Въ  шакомъ  случаѣ  мы  смотримъ, 
не  имѣЕогаъ  ли  У(л;)  и  /'(^х)  обшимъ  дѣлигаелемъ  Функцію  если  эшошъ 
дѣлигаель  суш;есшвуетъ,  и  одинъ  изъ  его  корней  у  заключается  между  а 
и  5,  то  корни,  назначаемые  этими  предѣлами  для  уравненія7"(^}7)=о,  дѣй- 
ствишелі.ные  и  равны  у.  Если  же  обш,ін  большой  дѣлишельУ^^)  и У^(^г)  не 
имѣешъ  дѣнсгавительнаго  корня  между  а  п  б,  или  онъ  вовсе  не  суще- 
сшвуетъ  ,  шо  должно  стѣсняшь  предѣлы  а  п  б.  Пусть  с  >  а  п  <  б. 
Когда  результашъ  /(с)  имѣетъ  знакъ,  противный  знакамъ  резульшашовъ 
Ма)  и  /(^);  тогда  корни  дѣйствигаельные:  одинъ  изъ  нихъ  заключается 
I  между   а  и  с,  а  другой   между  с  п  б.  Но  когда  /(с),  У\а)  и  имѣюшъ 

одинакіе  знаки,  то  это  признакъ,  что  предѣлы  а  и  б  не  довольно  близ- 
ки, чтобы  съ  перваго  раза  можно  было  открыть  свойство  корней.  Ре- 
зульташъ У  (с)  всегда»  іімѣешъ  знакъ,  противный  одному  изъ  резульгаа- 
шовъ  ^^(«)  и  /'{б),  Пусть  сГ  будешъ  гаогаъ  изъ  предѣловь  а  и  б,  который 
даегаъ  съ  знакомъ  прошивнымъ  знаку  У^'(с);    шо  ряды  [с]    и  [сі]  бу- 

ду гаъ  шожественны   съ  рядами   [а]   и  [й],     и   потому  съ   предѣлами  с 
и  сі  посшупаемъ  такъ  же,  какъ  и  съ  а  и  б.  Продолжая  шакимъ  образомъ 
далѣе,  мы,  необходимо,    или  дойдемъ  до  такого  количества  >  а  и  < 
которое  ошдѣлигаъ  корни,  если  они   дѣйсшвигаельные,  или  дойдемъ  до 
шакихъ  двухъ  предѣловъ  а  и  6',  которые  удовлегаворяюшъ  неравенству 


если  корни  мнимые. 

§  \\%.  Чшобы  пояснить  эшо  правило  и  покаяашь  его  простоту,  возьмемъ 
слѣдующіе  примѣры: 

Примѣръ  У*. 

Уравненіе 

даетъ  слѣдующую  таблицу  знаковъ : 


/ ' 

/' 

/ 

.[-10] 

ч- 

ч- 

[-1] 

-ь 

ч- 

[0] 

ч- 

ч- 

3 

ч- 

2 

[1] 

ч- 

ч- 

ч- 

Предѣлы  — 10  и  — 1  заключаюшъ  одинъ  дѣйсгавишедьный  корень,  а 
предѣлы  О  и  1  огакрываюгаъ  два  корня,  кошорыхъ  свойство  можно 
узнать  по  изложенному  способу ;  потому  что  ряды  [о]  и  [і]  удовле- 
творяютъ  условіямъ,   принягаымъ  въ  началѣ  §  111.  Изъ  результагаовъ 

У(о),У'(о),  У*(1),  У(і),   составляемъ  частный: —^^^  =  ^  ѵі^-^;-^-=^  |, 

и  видимъ,  что  сумма  ихъ  Л  ч-  |.  больше  разности  предѣловъ  1 — О,  а  по- 
тому искомые  корни  мнимые. 

Примѣръ  VI. 

Для  уравнения 

Х^+Х^^-і-х^ — 25л; — 36=а 

находимъ  таблицу 


(*)  Числа,  сшоящія  внизу  знаковъ,  сушь  результаты,  соошвѣпіствующіе  эшимъ 
знакамъ. 


222 

Г'  /"     /'  / 

[—10]  -ь       —       ^  — 

/15955  89656 1 

С  два  корня  не  ИЗБ. 

[-1]  -       ч-        _  -  ' 

26  10 

[О]  ч-        +        о        +        —  —  два  мним,  корна 

[1]  +  н 

[іОІ  +  н 


одинъ  дѣиств.  корень. 


Чшобы  открыть  свойство  корней,  назначаемыхъ  предѣлами  — 10  и  — 1, 
беремъ  части  ыя 


1 

ь 

—  /  (—10)         89686       /(—1)  _  10 
/'(—10)         45955       /'(—1)  26* 

89686  10 

и  находимъ,  что  сумма  ихъ  ■  ■  +  —    меньше    разности  предѣловъ 

45955  26 

— 1 — ( — 10)=9.  Изъ  этого  заключаемъ,  что  предѣлы  — Ю  и  — 1  еще  не 
довольно  близки,  чтобы  судить  о  свойствѣ  корней.  Прежде,  нежели 
станемъ  ихъ  стѣснять,  посмогаримъ,  не  будутъ  ли  корни  равные,  га.  е. 
Поиш,емъ  общаго  большаго  дѣлишеля  У(л^)  ѵі/\х).  Этогаъ  дѣлитель  не 
сз^ш,ествуетъ,  а  потозіу  вставляемъ  вмѣсто  л  число  среднее  между 
—10  и  — 1;  взявши  для  него  значеніе  — 2,  имѣемъ /( — 2)=ч-2.  Знакъ 
этого  результата  противенъ  знакамъ  У( — ю)  и /( — і),  а  потому  иско- 
мые корни  дѣиствигасльные;  одинъ  заключается  между  — 10  и — 2,  дру- 
гой между  — 2  и  - — 1.  И  шакъ  всѣ  корни  даннаго  уравненія  отдѣлены. 

§  113.  Посмотримъ  теперь,  какимъ  образомъ  правило,  выведенное  для 
распознанія  дѣйсшвишельныхъ  огаъ  мнимыхъ  корней,  распространяется, 
на  всякой  случай. 

Пусть  а  и  Ь  будетъ  два  предѣла,  которые,  будучи  вставлены  въ 
рядъ  Функцій  (2),  даютъ  два  какихъ  нибудь  ряда  знаковъ  :  [а]  и  [^]. 
Сгаанемъ  считать  въ  первомъ  ряду  перемѣны  съ  лѣвой  руки  къ  правой^ 
начиная  отъ  У"*  до  ,  до  до  /'"~»,  и  т.  д.,  и  надъ  каждымъ 

знакомъ  напишемъ  число  перемѣнъ,  въ  ряду,  предшесшвующихъ  ему  зна- 
ковъ; шакъ,  подъ  знакомъ  сгаавнмъ  /*,■  число  перемѣнъ  вряду 
знаковъ  Функцій,  нгі  цная  сшъ  У"*  до /'"^*"  включительно.  Сдѣлаемъ  по- 
томъ  гао  же  самое  *г  въ  ряду  [й].  Пусть  Ь  будетъ  число,  стоящее  подъ 
у'"^—г  ряду  [^];  разность  Л — ^і=-^і  напишемъ  между  знаками  У*""*  въ 
обоихъ  рядахъ.  Поступивъ  такимъ  образомъ  для  каждой  изъ  функцій  У'", 
I,             ....  У,  У,  мы  получимъ  рядъ  чиселъ 
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Зд,   ^т-.і    ^М-І»  ^„1 

кошорыя  Фурье  называешъ  указателями  {іпсіісез)^ 
Для  примѣра  возыѵіемъ  ряды: 

^'т    ^т-г     ^'т~і>  /'  / 

О           1             2253  567 
[о^  -^-         —  -♦-•4-  У       —     -Ь  — 

0  О  1      1212  334 

Щ  -4-         —  —  ч-  _ 

01  11122233 

Посту пивъ  по  изложенному  правилу,  полу^аезіъ  рядъ  указателей 
001121233  4. 

Каждый  изъ  чиленовъ  ряда  (ц)  показываетъ,  сколько  для  соотвѣсшву=. 
ющей  ему  Функціи  можно  искать  корней  между  предѣлами  а  и  Ъ.  Такъ 
въ  нашемъ  примѣрѣ:  5'^=4  есть  число  корней,  назначаемыхъ  предѣлами 
атлЪ  дляУ(л^);  З'^^_^=3  открываетъ  ъъ  І\рё)  три  корня,  изъкоторыхь 
одинъ  дѣйсгавишельный;  5'^^_2=;3  указываетъ  на  три  корня  1"{аУ)\  и  т.  д. 

Изъ  произхожденія  указателей  (іі)  легко  заметишь  ,  что  каж- 
дый изъ  нихъ  разнится  отъ  смежныхъ  или  О,  или  -і-1,  или  — 1;  т.  е. 
если  Ь.  есть  одинъ  изъ  членовъ  ряда  (іі),  то  членъ,  за  нимъ  слѣдую- 
щій,  будетъ  или  или5^  ч-1,  или  §^ — 1.  Это  объясняется  слѣдующимъ 
образомъ : 

Пусть  будетъ  Л  число  перемѣнъ  въ  ряду  [а]  до  /"''—^,  а  Л— число  пе- 
ремѣнъ  въ  ряду  Щ  до  той  же  Функціи ;  то  Іг—к—Ь^.  Знакъ  /^"'-і-^  съ 
знакомъ  /^~^въ  ряду  [а]  могутъ  составлять,  или  повтореніе,  или  пере- 
мѣну;  въ  первомъ  случаѣ  число  перемЬнъ  до/"'-^-^  будетъ  Л,  то  же, 
что  и  до а  во  вгаоромъ  случаѣ  оно  будетъ  Лч-1.  По  той  же  при- 
чинѣ^  число  перемѣнъ  въ  ряду  [Ъ]  ао /"'~^-^  будетъ  или  к  или  Л^ч-І.. 
елѣдовательно  ,  д^^^  ,  указатель  /"""-і-^  будетъ,  или  /і—к=В.,  или 
(^+1)=^г— 1,  или  /г+±—к=8.+і,  или  наконецъ  (Л+і)— (Л+і)=5.. 

§  ІШ.  Когда  послѣдній  указатель  есть  0,  тогда  предѣлы  а  и  5  не 
открываютъ  ни  одного  корня  въ  уравненіи  о.   Но  если  §„^  — 1,  то 

уравненіе /(л7)=о  имѣетъ  одинъ  действительный  корень  между  а  и  Ъ, 
и  не  болѣе  одного.  Въ  этомъ  случаѣ  указатель  Ь^_^  можетъ  быть,  или 
О,  или  1,  или  2;  ежели  онъ  =1,  то /'(-^)  имѣетъ  также  одинъ  дейст- 
вительный корень  между  а  п  Ь.  Эгаотъ  корень  не  уничтожаетъ /(л;); 
потому  что  тогда  ур.  /(ос)— о  имѣло  бы  два  равныхъ  корня  между  пре- 
делами а  и  5,  и  указатель  былъ  бы  по  крайней  мѣрѣ  2;  но  по  по- 
ложенію  онъ  =1.  И  гаакъ  корень,  назначаемый  пределами  а  тл  Ъ  для /(.т) 
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не  равенъ  корню,  назначаемому  тѣми  же  предѣлами  для /'(д:).  А  потому, 
сшѣсняя  предѣлы  а  ѵі  Ь  такъ,  чтобы  между  ими  всегда  заключался  ко- 
рень /'(х)—о,  мы  необходимо  дойдемъ  до  такихъ  а  и  I?' ,  которые  не 
будутъ  заключать  корня  /'(л,),  ш.  е.  для  кошорыхъ  указатель  ^т^^ 
будегаъ=0. 

Когда  а  — 2,  тогда  уравненіе /'(д;)=го   имѣешъ,  или  два 

дѣйсгавительныхъ  корня  между  а  и  5,  или  два  мнимыхъ  корня;  если 
корни  дѣйствителъные ,  то  ни  одинъ  изъ  нихъ  не  можешъ  удовлетво- 
рять ур,  /{ос)— о-,  потому,  что  тогда  это  уравненіе  имѣло  бы  между 
предѣлами  а  и  5  по  крайней  мѣрѣ  два  равныхъ  корня,  а  потому  Ь^^  не 
былъ  бы=:1. 

И  гаакъ  если  §^^^=1,  а  §^^_і=1  или  2;    то,  сшѣсняя  предѣлы  а  и 
можно  всегда  доищи  до  такихъ   двухъ  предѣловъ  а  и  Ь' у  что  для  нихъ 

§  116.  Положимъ  теперь,  что  5.^  есть  2  или  >2,'  въ  шакомъ  только 
случаѣ  нужно  правило  для  распознанія  дѣйсдівишельныхъ  ошъ  мнимыхъ 
корней . 

Составивши  рядъ  указателей  сшанемъ  ихъ  пробѣгашь  справа  на- 

лѣво,  и  остановимся  на  первомъ  указателѣ=1.  Пусть  зтотъ  указатель  бу- 
дешъ  Ьт—пі  онъ  показываетъ,  что  /^^[рс]  имѣетъ  одинъ  дѣйствительный 
корень  между  а  и  Ъ.  Указатель  Ьщ—п-^-т')  стоящій  по  правую  сторону 
^ѵъ—пі  по  сказанному  выше,  будутъ  или  §7«-л?  и-^и  ^т—п — или  З'от—тг-Ы, 
т.  е.  или  1,  или  О,  или  2.  Онъ  не  можетъ  бытьт=1;  потому  что, 
тогда  НС  былъ  бы  первый  указатель,  равный  единицѣ.  Нельзя  так- 

же положить,  что  ^ттг—п+і^о;  потому  что  тогда  указатель  Ьт-п^г-) 
переходя  отъ  О  до  или  >2,  и,  измѣняясь  постепенно  единицею,  не- 

обходимо сдѣлаегася^  1;  слѣдовательно  между  ^т^тц^і  и  В^^^  будегаъ  ука- 
затель=1.  И  такъ  ^т—п^і  необходимо  есть  2,  т.  е.,  (идя  справа  влѣ- 
Бо)  указатем,  предшествующій  перооліу  указателю^  равноліу  едиництъ, 
есть  2.  Указатель  можетъ  быть  или  О,  пли    1,  или  2.  Если 

онъ  не  есть  0;  піо,  по  предъпд.  §,  стѣсняя  предѣлы  а  и  Ъ,  мы  всегда 
можемъ  его  сдЬ.іашь=0.  Пусть  предѣлы  а  и  Ъ'  заключаются  въ  предѣ- 
лахъ  а  VI  Ъ,  и  положимъ,  что  для  нихъ  указатели  Ь,п—п-г  и  §,„—71  суть 
О  и  1,  Промежутокъ  предѣловъ  а  и  Ъ  раздѣлишся  на  гари  слѣдующіе  : 
ошъ  а  до  а,  отъ  а'  до  Ь'  и  ошъ     до  5.  Такъ  какъ  корень  назначае- . 

мый  указат^лемъ  Ьт—п,  находится  между  предѣлами  а  и  Ь';  то  проме- 
жутки (а,  а)  и  (6',  й)не  открываюшъ  ни  одного  корня  въ  /^(х),  а  пошо- 
му  указатель  Ь^ц-п  Д-^я  этихъ  промежушковъ  будетъ  О;  слѣдовашельно 
первый  указатель,  равный  единнцѣ,  въ  промежуткахъ  (а,  а)  и  (Ъ' ,  Ь), 
б-  дешъ  прэвѣе,  ве.-кРѵПі  ^т-п'  і 
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Для  промежутка  (й',  й'),  первый  указатель  справа  равный  1,  можегаъ  или 
опять  стоять  подъ или  быть  бли?ке  къ  /;  въ  первомъ  случаѣ  онъ 
будетъ  находиться  между  указателями  О  и  2;  такъ  ,  что  указатели, 
стоящіе  щодъ  Функциями 

будутъ 


Съ  промежутками  (л,  а),  (а',  Ь')п{Ь\  Ъ)  поступаемъ  гаакъ  же,  какъ  и 
съ  {а,  5),  и  т.  д.  Ясно,  что  мы  наконецъ  будемъ  имѣть  только  два  рода 
лромежутковъ:  і)  тѣ,  для  которыхъ  первый  указатель,  справа  равный 
единицѣ,  стоить  подъУ',  и  2)  тѣ,  для  которыхъ  первый  указатель  справа, 
равный  единицѣ  стоитъ  между  О  и  2.  Перваго  рода  промежутки  ога- 
дѣляютъ  корни  уравненія  /{л)=о,  а  вторые  назначаютъ  для  этого 
уравненія  болѣе  одного  корня,  и  потому  требуютъ  правила  для  распоз- 
нанія  дѣйствительныхъ  корней  отъ  мнимыхъ. 

Пусть  промежутокъ  предѣловъ  а  ѵі  Ъ  такого  рода,  что  въ  ряду  ука- 
зателей ,  ему  соогавѣтствующемъ  ,  первый  указатель  справа,  равный 
единицѣ,  стоитъ  подъ  /"  между  указателями  О  и  2;  шакъ,  что  тремъ 
Функціямъ 

С 

соотвѣтствуютъ  указатели 


ш.  е.  предѣлы  а  и  5  не  открываютъ  ни  одного  корня  въУ^  +  '(л^),  за- 
ключаютъ  одинъ  дѣйсшвительный  корень  /"'(х),  и  назначаютъ  два  кор- 
ня для /^""^(л:),  которые  могутъ  быть  или  дѣйствигаельные  или  мни- 
мые. Ясно,  что  знаки  трехъ  разсматриваемыхъ  нами  Функцій  въ  рядахъ 
[а]  и  [Ь]  будугаъ 

Га]  -ь      _  —        +  _ 

^        или  или 

Щ  ч-      +      ч-  _  _ 

Слѣдовательно  къ  тремъ  Ф'^'и\!^щяиъ /^^^{рс) /^{х)  ^'^^{лі)  и  къ  предѣ- 
ламъ  я  и  5  можно  приложить  правило  §  111,  по  которому  узнаемъ  будупіъ 
ли  два  корня  уравн.  /^~^{^а:)==-о  дѣйствительные  или  мнимые.  Если  они 
дѣйсгавительные ;  то  они  будутъ  огадѣлены,  и  промежутокъ  предѣловъ 
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а  п  Ь  раздѣлится  на  два  другихъ,  для  кошорыхъ  первый  указатель, 
справа  равный  единицѣ,  будешь  правѣе  нежели 

Но  если  корни  въ  промежушкѣ  предѣловъ  а  и  6,  мнимые;  то 

каждая  изъ  Функцій 

въ  шомъ  же  промежушкѣ,  буд'=?тъ  имѣшь  также  два  мнимыхъ  ічорня,  Въ 
самомъ  дѣлѣ :  корни  У^^~^{х)  ошъ  того  мнимые,  чгао  между  а  и  5  су- 
щесгавуетъ  такое  количество  у,  которое  уничтожаетъ  и  даегаъ 

для  /'^^^{рс)  іі/'"~^(х)  результаты  съ  одинакими  знаками;  составивши, 
по  §  101,  ряды  [<у]  и  [>"/],  въ  первомъ  ряду  будетъ  двумя  перемѣнами 
больше  прогаивъ  втораго;  слѣдовагаельно  рядъ  [х],  при  переходѣ  х  чрезъ  ве- 
личины безконечно-близкія  къ  у,  гоеряешъ  двѣ  перемѣны;  то  же  самое  для 
рядовъ,  происходящихъ  ошъ  послѣдовашельнаго  опущенія  знаковъ,  соош- 
вѣшсшвующихъ  У^(лг) ,  /'{х),  =/"(л?),....с/"~^(л:').  А  потому  всѣ  эти  Фун- 
ціи  для  безконечно-малаго  промежутка  у — Іг  и  у-^/г,  и  для  предѣловъ 
а  и  Ъ,  имѣютъ  по  два  мнимыхъ  корня.  И  гаакъ  каждый  изъ  указате- 
лей Функцій 

/"-^(^),         =   Г\х),І\х\І{х) 

заключаешь  въ  себѣ  число  2,  указатель  мнимыхъ  корней  въ  уравненіякъг: 
І^-\х)^о,  І^~\х)^о,  /'(^)=о,  1{х)=^о. 

Отнявши  2  ошъ  каждаго  изъ  уіѵазателей ,  стоящихъ  по  правую  сшо- 
рону  І"'  ^  остатки  будушъ  показывать  (не  зависимо  ошъ  2-хъ  мнимыхъ 
корней),  сколько  можно  еще  искать  корней  для  соошвѣшсшвующихъ  имъ 
функцій.  Показатель  /""^  будешъ  тогда  уже  О,  а  потому  первый  ука- 
затель справа,  равный  единицѣ,  будешъ  ближе  і^ъ  / ,  нежели  прежде. 

Изъ  сказаннаго  въ  эшомъ  §  и  въ  предъидущемъ  заключаемъ,  что  во 
всакомъ  случаѣ,  будушъ  ли  корни,  назначаемые  предѣлами  а  п  Ъ  для 
дѣйствишельные  или  мнимые,  можно  рядъ  указателей  проме- 
жутка {а,  Щ  замѣнишь  другими  рядами  указателей,  въ  кошорыхъ  пер- 
вый указатель  справа,  равный  единицѣ,  будешъ  ближе  къ  /.  Прилагая  эта 
къ  каждому  изъ  рядовъ  указателей,  вновь  получаемыхъ,  мы  необходимо 
дойдемь  до  шакихъ  рядовъ,  въ  кошорыхъ  послѣдній  указатель  будешъ 
или  О  или  1.  И  потому  корни  даннаго  уравненія  /{.х)  будушъ  совершен» 
но  ошдѣлены. 

§  116.  Приложимъ  это  правило  ^вопервыхъ  къ  уравнению 
Х^  —  Ъх'" — 24^^^-4-95^:'— 46л:— 101 
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Въ  §  ІОв  прим.  1-й  зіы  вндѣли,  что  предѣлы  і  к  10  ошкрываютъ  3  корня, 
изъ  кошорыхъ  одинъ  необходимо  дѣйствигаельныіі.  Чтобы  судить  о  свой- 
сгавѣ  осшальныхъ  двухъ  корней,  беремъ  ряды : 


/ 

[1] 

-+- 

ч- 

120 

156 

30 

65 

78 

0 

0 

1 

2 

2 

з; 

[10] 

ч- 

-4- 

-1- 

+ 

120 

1128 

5136 

15150 

52654 

5А'а39, 

для  кошорыхъ  рядъ  указателей  есть  О  О  і  2  2  3,  и  подъ  каждымъ  зна- 
комъ  стоитъ  резульгаатъ,  ему  соотвѣтствуюш,ій. 

Первый  указатель  съ  правой  руки  равный  единиц,ѣ,  соошвѣтсгавуетъ 
онъ  стоигаъ  между  указателями  О  и  2,  а  потому  къ  Функціямъ 
/^''{х),  /'"{х)  VI /"(х)  должно  приложить  правило  §  111.  Взявши  часшныя 
30  15150 

  и   ,  находимъ,   что  ихъ  сумма   меньше  разности  предѣловъ 

156  5136 

10 — 1=9;  слѣд.  предѣлы  1  и  10  недовольно  близки,  чтобы  открыть 
свойство  корней.  Прежде,  нежели  станезіъ  сближать  предѣлы  ,  посмо. 
гарнмъ,  не  имѣюшъ  ли  Функціи  /'"(х)  и  /  '{х)  общаго  дѣлишеля?  Эгаотъ 
дѣлишель    не  суш,ествуетъ ,   а  потому    вставляемъ   въ   рядъ  Функцій 

/  ^{х)        /{х)  вмѣсшо  х  число  среднее  между;  1  и  10;  взявши  для  того 

2,  получаемъ  рядъ  знаковъ 

/\х),    /'\х),  /'"{х),   /'\х),  /'(лг),  /{х) 

[2]  -н  ч-  —  —  ч-  — 

120  168  *8  82  30  21, 

въ  которомъ  столько  же  перемѣнъ,  сколько  и  въ  ряду  [і],  а  потому  ур. 
/(х)—о  не  имѣетъ  ни  одного  корня  между  [і]  и  [2];  и  шакъ  можно  искать 
3  корня  въ  промежуткѣ  (2,  10).  Составивши  рядъ  указателей  для 
этого  промежутка,  имѣемъ 

р]  -ь-  +  _    '       _  -V-  _ 

о  О  112  3 

[іо]  ч-  ч-  ч-  ч-  Ч-  Ч-, 

гдѣ  первый  указатель,  справа  равный  единицѣ,  находится  уже  подъ  У^"(а;) 
а  не  подъ  /'"(х).  Указатель  послѣдней  Функи,іи  есть  1;  чтобы  его  сдѣ- 

29» 
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лагаь  нулемъ,  мы  сгаЬсняемъ  предѣлы  2  и  10;  для  того  вставляемъ  3  вмѣ* 
сто  X,  и  получаемъ  рядъ  знаковъ 

/Ч^),  /'Ч-^).  -^'"{^1  -^"{^1 

[3]    •  ^         +         +         —      —  — 

120  288  180  26  4Г>  32, 

въ  когаоромъ  двумя  перемѣнами  меньше  противъ  ряда  [2],  а  одной  пере- 
мѣной  больше  прогаивъ  ряда  [іо].  Слѣд,  изъ  шрехъ  корней,  назначаемыхъ 
предѣлами  а  и  5,  одинъ  корень  дѣйствишельный  и  заключается  между  3  и 
10;  прочіе  же  два  должно  искать  2  и  3.  Составивши  для  этихъ  предѣловъ- 
рядъ  указателей,  находи мъ 

/"{х},   /"{х),  /'"{х),  /\х1  /'{х),  /(*) 

м 


ч- 

120 

168 

ад 

82 

30 

21 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

120 

188 

180 

26 

45 

32. 

[3] 

Откуда  видимъ,  что  первый  указатель,  справа  равный  единицѣ,  соошбіип'' 
ствуетъ  /'(^)  и  стоишь  между  О  и  2,  а  потому  къ  Функціямъ 
І\х)у  /{рс)  должно  приложишь  правило  §  111.  Взявши  часшныя 

—  /(2)  _  21     /(5)  _  32 

/(2)  ~  зо'  /'(з;  ~  43* 

21         32  - 

находимъ,  что  сумма  ихъ  —  ч-   —  больше    3 — 2=1;  слѣд.    корни  ур, 
30  43 

/  {хУ^=.о,  назначаемые  предѣлами  2  и  3,  мнимые. 

Такимъ  образомъ  коріга  уравненія,  предложеннаго  въ  І-мъ  примѣрѣ,  совер- 
шенно ошдѣлены. 

1)  Въ  промежушкѣ  [ — 10]  и  [—1]  заключается  одинъ  дѣйствигаельный 
корень. 

2)  Другой  находится  между  предѣлами  — 1  и  0. 

3)  Предѣлы  О  и  1,  1  и  2  не  ошкрываюшъ  въ  ур.  ни  одного  корня. 

4)  Предѣлы  2  и  3  ошкрываюшъ  два  мнимыхъ  корня. 

5)  Наконецъ  пятый  корень  дѣйсшвигаельный  заключается  между  3  и  10. 
§  117.  Огакроемъ  свойство  2-хъ  корней,  назначаемыхъ  предѣлами  1  и  10 

для  уравненія 

л;^— 4л:'— Зл:ч-23=о  (прим.  2-й.) 
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Рндъ  указателей  для  этихъ  предѣловъ  будетъ 

/'"{х),   Г\х\  1{рс)  ' 

[>1]  +  _  _  ч- 

0  о  112 

[10]  -ь  -ь-  ч-  ч- 

первый  указатель  съ  правой  руки,  равный  единицѣ,  стоишь  между  указа- 
телями 1  и  2,  соотвѣтствующими  Функціямъ  /"{рс),  /{х).  Чтобы  сдѣ- 
лашь  нулемь  указатель  подъ  ^'"(^х),  вставимъ  въ  рядъ  Функцій  вмѣсшб  л? 
число  среднее  между  1  и  10;  взявши  для  того  2,  имѣемъ  рядъ 


въ  когаоромъ  У  "(2)=0,  а  потому  сосшавляемъ,  по  §  101,  ряды  [<2]  и 
[>2].  Ряды  [<2]  и  [>1]  имѣюшъ  одинакое  число  перемѣнъ;  слѣд.  искомые 
два  корня  должно  искать  въ  промежугакѣ  предѣловъ  (>2,  10).  Ряды, 
соотвѣшсгавующіе  эшимъ  предѣламъ,  сушь 


/"(х),  /'"(х),  Г'{х),  /{х) 

[>2] 


[10] 

рядъ  указателей 


ч- 

24 

0 

19 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

ч- 

Ч- 

ч- 

216 

960 

2791 

5995і 

0 

0  . 

0  1 

2 

показываешъ ,  что   къ  Функціямъ  /"{х),    /'{х)  и  /{х)  должно  при* 

ложишь  правило  ^  111.  Сумма— ^.т)—  ч-  -^,^^ — (  =  ^    ~і-   меньше  раз- 

^  /'(2)        /'(10)        19         2197  ^ 

ности  10 — 2,  а  потому  предѣлы  2  и  10  еще  не  довольно  ^близки.  Такъ 

какъ/(л:)  п/'(х)  не  имѣюшъ  общаго  дѣлишеля;  то  вставляемъ  въ  /{х) 

число  среднее   между  2   и    10,  а  именно:  3;  резульшашъ  У(з)= —  13, 

отрицательный,  между  гаѣмъ  какъ  /(2)  и /(ю)  —  положительные,  а 

потому  ур.  / {х)=о  имѣешъ  два  дѣйсшвительныхъ  корня  между  1  и  10: 

одинъ  между  2  и  3,  другой  между  3  и  10.  Слѣд.  ур.      — 4л?'— Зд;+23=о 

имѣемъ  два  корня  мнимыхъ  и  два  корня  дъйсшвигаельныхъ. 
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§  118.  и  шакъ  способъ  фурье  для  отдѣленія  дѣйствишельныхъ  корней 
состоишь  изъ  слѣдующаго  правила  : 

Поданному  уравненію  У^(^)=о  сосгаавляемъ  извѣстнымъ  образомъ  т — 1 
производныхъ  функцій  ошъ  ^'{лУ,  огаъ  того  мы  будемъ  имѣть  рядъ  Функцій 

(1)         /""М,  /""-'{л),  /Ѵ^),  /(^}, 

куда  Бмѣсшо  30  всгаавляемъ  десятичныя  числа 

— 1, — 10,— 100,— 1000,.. 

О, 

Н-  1,-МО,+1005+1000,..., 

начиная  съ  нуля  до  гаѣхъ  поръ,  какъ  дойдемъ  до  двухъ  чиселъ  — V  и 
изъ  когаорыхъ  первое  даегаъ  въ  раду  знаковъ   резульгаашовъ  только  пе- 
ремѣны,  а  второе  только  повшоренія.  Такимъ  образомъ  мы  узнаемъ  де- 
сятичные предѣлы  дѣйсгавительныхъ   корней,  или  число   цыфръ,  выра- 
жаюш,ихъ  цѣлыя  части  этихъ  корней. 

Сравнивая  ряды  знаковъ  [а]  и  [5],  соотвѣтствуюш,іе  ^  каждымъ 
двумъ  послѣдовательнымъ  десятичнымъ  предѣламъ  а  и  Ъ,  считаемъ  въ 
каждомъ  число  перемѣнъ,  начиная  съ /"^  до  и,  по  правилу  §  113,  со^ 
ставляемъ  рядъ  указателей 

Когда  послѣдній  указатель  равенъ  нулю,  тогда  предѣлы  а  и  5  не 
ошкрываюшъ  ни  одного  корня  въ  уравненіи  У^(л;)=о,  Если5/и=1,  то  меж- 
ду а  и  5  заключается  одинъ  дѣйсшвишельный  корень.  Остальные  корни 
даннаго  уравненія  открываются  предѣлами,  для  кошорыхъ  есть  % 
или  >  2. 

Когда  а  или  Ъ  уничтожаютъ  одну  или  нѣсколько  изъ  Функцій  (і); 
тогда  пользуемся  правил омъ  двойнаео  знака,  (см.  §  1П). 

Взявши  предѣлы  а  н  Ь,  для  которыхъ  З'^  есть  2  или  >2,  пробѣгаемъ 
рядъ  указателей  справа  налѣво,  и  останавливаемся  на  первомъ  указашелѣ, 
равнымъ  единицѣ.  По  правую  его  сторону  будешъ  стоять  2,  а  по  лѣвую 
или  О,  или  1,  или  2;  въ  послѣднихъ  двухъ  случаяхъ  должно  стѣснягаь  пре- 
дѣлы  а  и  5,  вставляя  числа  среднія  между  ними;  шакимъ  образомъ  мы 
досшигнемъ  новыхъ  предЬловъ,  для  которыхъ  будетъ  О  или  1,  либо 
первый  указатель  справа,  равный  единицѣ,  будетъ  стоять  между  О  и  2. 

Ежели  первый  указатель  справа,  равный  единицѣ,  сгаоитъ  между  О  и  2; 
гао  должно  пользоваться  правиломъ  для  распознания  мнимыхъ  корней. 

Пусть  тремъ  Функціямъ 


соотвѣтствуюгпъ  указатели 
О 

то,  взявши  результаты 
составляемъ  частныя 

и  сравниваемъ  ихъ  съ  разностью  5 — а,  при  чеіѵгь  пользуемся  правилодіъ 
§  111,  по  которому  узнаемъ,  б^^дутъ  ли  корни  уравненія/'*~^(^),  назначае- 
мые предѣлами  а  и  5,  пли  дѣйствительные  неравные,  или  дѣйствительные 
равные,  или  мнимые. 

Когда  корни  дѣйсгавительные;  тогда  они  буду тъ  отдѣлены,  Послѣ  того 
переходимъ  къ  другимъ  предѣламъ,  для  которыхъ  5^  не  есть  О  или  1. 

Но  если  два  корня /"~^  (^^)  мнимые,  то  въ  ряду  указателей,  начиная 
съ  до  В^^^,  отнимаемъ  отъ  каждаго  указателя  по  двѣ  единицы; 

чрезъ  то  будемъ  имѣгаь  для  тѣхъ  же  предѣловъ  новый  рядъ  указателей,  въ 
которомъ  первый  указатель  справа,  равный  единнцѣ,  будетъ  ближе  къ  5^,^. 

Наконецъ  если  корни  ур.  /""'(^)— о  равные;  то  по  извѣстному 
способу  смотримъ,  будегаъ  ли  этотъ  кратный  корень  удовлетворять 
всѣмъ  уравненіямъ 

/'*--(х)=о,  /''--'(х)=о,.,.,  /"{х)=:о,  /'{х)=о,  /{а;)=о. 

Когда  это  случится,  тогда  имѣетъ  равные  корни  между  а  ѵі  Ъ,  Въ 

противномъ  случаѣ,  обстоятельства  будутъ  тѣ  же,  что  и  для  мнимыхъ 
корней  ур,  У^"'~^{х)=о:  тогда  должно  отъ  каждаго  изъ  указателей 

^т—п^-ху  ^^—я+г  )••  • '^»»— I  » 

отнять  по  двѣ  единицѣ,  и  къ  новому  ряду  указателей,  если  нужно,  при. 
лагать  предъидущее  правило. 

Эти  дѣйствія  всегда  насъ  приведутъ  къ  предѣламъ,  для  которыхъ 
будетъ  или   О  или  1.   А  потому    всѣ  дѣйсшвительные   корни  даннаго 
уравненія    будугаъ  совсртенно  отдѣлены. 

Сдѣдующіе  примѣры  пояснятъ  ^то  общее  правило. 
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'     Примѣръ  /. 

Возьмемъ  уравнение 
составивши  Функціи 

/"(^)~20л:^+12л;*+3д:-— 2 

(х)=±20х+2і 
/\х)=120, 


вставляемъ  въ  нихъ  вмѣсгао  х  числа  О,  ^  отъ  того  полу, 

чаемъ  таблицу  знаков^ 


(-1,-10,...,) 
(+1,  4-10,....) 


Г 

/' 

/' 

/ 

96 

42 

18 

ч- 

10 

2 

ѳ 

1 

2 

2 

2 

2 

[0] 

ч- 

2* 

ч- 
6 

ч- 

2 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

3 

[1] 

■+- 

ч- 

90 

ч- 

36 

ч- 

10 

Ч-, 
2 

ВЪ  'которой  результаты  написаны  подъ  знаками ,  имъ  соотвѣтствую- 
щими,  и  для  каждыхъ  двухъ  рядовъ  составленъ  по  §  113  рядъ  указаше- 
лей.  Эгаа  таблица  показываегаъ: 

1)  Что  всѣ  корни  должно  искать  въ  промежуткѣ  отъ  —  :Ь  до  ч-1 ;  по- 
тому что  въ  ряду  [ — і]  только  перемѣны,  а  въ  ряду  [ч-і]  только  по- 
вторенія. 

2)  Предѣлы  —-1  и  О  открываюшъ  два  корня;  потому  что  для  нихъ 
послѣдній  указатель  есть  2.  Пробѣгая  рядъ  указателей  справа  на  лѣ- 
во,  находимъ  ,  что  первый  указатель  1  стоитъ  подъ/^,  а  потому 
къ   Функціяімъ  I     У^'^   и  У"  должно    прилагать    правило  §  111.  Взяв- 
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—  /"'(—1)        42       /'"(о)  6 
шн  часшныя      —гт  ■^  =  —  и  тттт^  =  — >  сравниваемъ  ихъ  съ 

разносшьго  О — ( — 1)=-+-1.  Такъ  какъ 

42  6 

то  предѣлы  —1  и  о  не  довольно  близки,  чшобы  съ  перваго  раза  узнать, 
будутъ  ли  искомые  два  корня  дѣйствигаельные  или  мнимые,  а  потому 
должно  стѣснять  предѣлы.  Но  прежде,  нежели  станемъ  вставлять  вмѣ- 
сто  число  среднее  между  — 1  и  о,  посмотримъ,  не  имѣегаъ  ли  /  '(л:)=о 
равныхъ  корней  между  этими  предѣлами.  Такъ  какъ 

/'"(х)=б0л:''+24л:+6  и /"=120л:+24 

не  имѣютъ  общимъ  дѣлишелемъ  Функцііо  л:;  то  /'"{х)  не  можетъ 
имѣть  равныхъ  корней. 

Вставивши  въ  рядъ  Функцій  число  среднее  между  — 1  и  О,  а  именно 
— 0,5,  имѣемъ  таблицу 

[-1] 

[-0,5] 


ч- 

Ч- 

-4- 

■+■ 

ч- 

36 

9 

6  2 

I  5 

8  3 

8- 

I  6 

3  9 

0 

1 

2 

2 

2 

2 

ч- 

Ч-. 

[о] 

Промежугаокъ  предѣловъ  — 1  и  —0,5  не  открываешь  ни  одного  корня  ; 
погаолту  что  ряды  [ — і]  и  [ — 0,5]  имѣютъ  одинакое  число  перемѣнъ.  Для 
другаго  промежутка  предѣловъ  рядъ  указателей  есть  012222,  и  пер- 
вый указатель  справа,  равный  единицЬ,  стоитъ  между  О  и  2.  а  потому 
пріяагаемъ  сюда  правило  §  111.  Такъ  какъ 

/  (-0,5)  ^  /ІО)  _  ^   ^    6    _  .  _ 
—  /■(-0,5)        /'(0)  ""36         и  ~  "  ~     '  ' 

то  корки,  назначаемые  предѣлами  — 1  и  О,  мнимые. 

Остается  теперь  разсмотрѣгаь  промежутокъ  предѣловъ  О  и  ч-1.  Въ 
ряду  указателей  ,  ему  соогавѣтствующемъ,  первый  указатель  1  справа 
стоитъ  между  О  и  2,  а  потому  къ  Функціямъ  У*  "(лг) ,  У"  (л7),  /'{х)  при- 
лагаемъ  правило  §  111. 

Сумма    частныхъ      -уг^—^  и  ^ ^=1» 
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меньше  разности  1—0  =1;  слѣдовательно  предѣльг  не  довольно  близки,, 
чтобы  съ  перваго  раза  открыть  свойство  корней.  Функціи 

не  имѣюшъ  общаго  дѣлителя,  а  потому  мы  можемъ  приступить  къ 
сближенію  предѣловъ  о  и  -Ы. 

Вставивши  0,5  вмѣсто  х,  имѣемъ  слѣдующую  таблицу 

/'^    /'"    /"    /'  / 


[0] 


24           6           4  2  1 

О        О        1  2  2 

-н       ■+-      ц-  _ 

84         33         2.  11 

2  16  3  2 


[і]  Ч-  -і-  ч-  -н, 

которая  показываешъ,  что  одинъ  дѣйсшвителъный  корень  заключается 
между  предѣлами  0,5  и  1.  Другіе  два  предѣла  назначаютъ  два  корня,  и 
для  нихъ  первый  указатель  1,  справа,  сгаоигаъ  между  О  и  2  подъ  /",  Такъ 
какъ 

,      /'(о)  .У'(о.в) 


/"(о)  /"(0,3) 

то  эти  корни  мнимые.  Отнявши  2  отъ  каждаго  указателя,  начиная  съ 
У"  до  У)  имѣемъ  новый  рядъ  указателей  000100.  И  такъ  данное  уравне- 
ніе  имѣешъ  одинъ  только  дѣйсшвительный  корень  ,  который  заклю- 
чается между  0,5  и  1,  а  остальные  четыре  корня  мнимые. 

Примѣуъ  ІЬ 

Отдѣлимъ  корни  уравненія 

д?^— 12^г;'+58л;^— 154^Г^+244л?^— 218д:*-ьТ5л?''* — ДГ— 1=0і 
найденнаго  въ  §  59.  Для  него  имѣемъ  рядъ  Функцій 

— 12л7Ч-58л:«— 154д:^-ь244д7'^ — ІіѣХ^-^І^х^—х—Ь 
/'(^)=г8л;'— 84<;г7''ч-348л:^— П0Л?^+916Л?'— 654^г;^+150л:— 1 
/"{а:)  —  і{іѣх'' — 252.г^ч-810х--^— 1-540^г:^ч-1464л:^ — 654д7-+-Т5-) 
/"'(^)=12(28Л^  =  — 210^Г^Ч-580^'— '710сГ=-ь488х— 109) 
/'^(л:)=48(35л7^— 210а^^-і-435^Г^— 385^г;+122) 
/^(л?)=1680(І4^г7'— 18л:'+25л7— И) 
/^■'(^)=1680(12лг'  — 36^2:4-25) 
/^"(^)  — 20160(2^— 3) 
/^"'(:г)=20160.2, 


23§ 

по  когаорымъ  сосшавляемъ  таблицу  знаковъ 


[-1] 

[0] 
[+1] 


00  000001 
0       0        0  11122 


О  12        3       3  4555 

[+10]      -  + 

Предѣлы  — 1  и  О  заключаюгаъ  одинъ  дѣйсгавительный  корень.  Для 
предѣловъ  О  и  Ч-1  рядъ  указателей  есть  0000  1  1  122;  въ  немь 
крайній  указатель  2  показываеть  на  2  корня  даннаго  уравненія,  кото, 
рыхъ  свойство  должно  открыть;  первый  указатель  1,  справа,  не  стоить 
между  О  и  2,  а  потому  нельзя  еще  прилагать  сюда  правило  §  111:  мы 
должны  сблизить  предѣлы  О  и  1.  Положивъ  а:— 0,5,  Функція  У^(х)  обра- 
тится въ  положительное  количество  ^;  слѣдовательно  данное  уравненіе 
имѣетъ  два  дѣйствительныхъ  корня  между  О  и  1 :  одинъ  изъ  нихъ  за- 
ключается между  О  и  0,5,  а  другой  между  0,5  и  1. 

Остальные  5  корней  даннаго  уравненія  назначаются  предѣлами  -Ы  и 
+10,  для  которыхъ  рядъ  указателей  есть  012334555;  здѣсь 
первый  указатель  справа,  равный  единицѣ,  стоитъ  между  О  и  2  подъ 
У^^",  а  потому   къ  Функціямъ  [х)  У^^(х)  должно  приложить 

правило  §  111.  Но  замѣтимъ,  что  ^"(|^)=0  и/*^(|-)  отрицательное  ко- 
личество ,  слѣдовательно  два  корня  І^\х)  ,  назначаемые  предѣлами 
О  и  10,  дѣйсгавигаельные. 

Вставивши  |  вмѣсто  х  во  всѣ  прочія  Функціи,  имѣемъ  рядъ  знаковъ  • 

К]  ч-    о  н  . 

коіпорыи,  по  §  101,  должно  замѣнить  рядами  [<^]  и  [>^].  Ряды 

[+1]  —    +    —    —    +    —  ~~ 

00      122332  2 


открываюпіъ  въ  данномъ  уравненіи  два  корни;  въ  ряду  указателей  первый 
указатель,  1,  справа,  стоитъ  между  О  и  2;  прилагая  сюда  правили  §  111, 
находимъ 

30» 
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/"(1)     /'41)  —  Ш"о  і^^*' 

а  потому  два  корня  даннаго  уравненія,  назначаемые  вредѣлами  0  и  |, 
мнимые.  Ряды 

[>д  +  -^-  ^  - 

00111123^ 

[10] 

даютъ  рядъ  указателей  ,  въ  кошоромъ  первый  указатель  справа  не 
стоить  между  О  и  2,  а  потому  промежугаокъ  предѣловъ  |  и  10  долж- 
но подраздѣлишь.  Положивъ  х=2.,  имѣемъ  рядъ  знаковъ 


въ  которомъ  одной  перемѣной  больше  противъ  ряда  [іо];  слѣдовательно 
данное  уравненіе  имѣегаъ  одинъ  дѣйсшвительный  корень  между  2  и  10. 
Остальные  2  корня  должно  искать  между  предѣлами  |  и  2,  для  кото- 
рыхъ  имѣемъ  ряды 

[>і|  +    +  +  

0     0      1      0     0      0      1     2  2 
[2]  +      н-  -4- 

Здѣсь  первый  указатель  справа^  равный  единицѣ,  сшонтъ  между  О  и  2 
подъ  /'\  а  потому  къ  Функціамъ  /"{^),  /'(л;)  должно  приложить 

правило  §  111.  Такъ  какъ 


У  В  ^  ^  466    ^  45 

/"(I)        /"(2),        2019  132 


> 


шо  корни  даннаго  уравненія,  назначаемьіе  предѣлами  |  и  2,  мнимые. 

И  такъ  данное  уравненіе  имѣетъ  4  дѣйствительныхъ  корня,  кото* 
рыхъ  частные  предѣлы  послѣдовашельно  суть: 

(--1,0),  (О,-?),  (І,1),  (2,10); 

остальные  4  корня  мнимые. 

Примѣрь  III ^ 

Возьмемъ  еще  уравненіе 

;г«—12л;5ч-60Д7'^-Ы25д?Ч-45&7л:— 89012=0. 
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Вставляя  въ  Функціи 

/{х)=а:^  — 5ч-бО^}?4-ц23д?  '+4567.2;— 8  90=1:^ 

зол: '■^— 240^? '+120Л7 '+246 
У  "(^)=1  ГОѵі: '  — 7  20д; ' +1440Л7 
/'"(д;)=360Л7'— 1440^7+1440 

вмѣсшо  а:  числа  О,  ^  >  ,  результашы  даюш-ь  слѣдующую  та^ 

^4-1,4-10,....^ 

блицу  знаковъ 


Г' 

[-10] 

Ч- 

ч- 

+ 

[-1] 

ч- 

ч- 

[0] 

ч- 

0 

ч- 

ч- 

ч- 

[1] 

ч- 

ч- 

ч- 

ч- 

+ 

720 

360 

0 

1 

2 

2 

2 

2 

5 

[іа] 

Ч- 

ч- 

ч- 

,  + 

ч- 

Ч-. 

5760 

23040 

Предѣлы  — 10  и  ^І  заключаюшъ  одинъ  дѣйсгавительный  корень  даннаго 
уравненія.  Безконечномалый  промежутокъ  <0  и  >0  открываегаъ  въ  дан- 
помъ  уравненіи  два  мнимыхъ  корня.  Ряды  [ — 1]  и  [<0],  [>0]  и  [і]  не 
олікрываюшъ  ни  одного  корня.  Наконецъ  для  предѣловъ  [і]  и  [ю]  имѣемъ 
рядъ  указателей 

0        1        2        2        2  5, 

въ  которомъ  первый  указатель  1 ,  справа ,  сшоипіъ  между  О  и  2  подъ  /  ^  ^ 
а  потому    къ  Функціямъ  /''^(^х),      [х)^  должно  приложить  пра- 

вило §  111  г  Такъ  какъ 

/^10)         720         5760  ' 
шо  предѣлы  1  и  10  недовольно  близки,  чтобы  съ  перваго  раза  открыть 
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свойство  корней.  Прежде,  нежели  начнемъ  сближеніе  пред:Ьловъ,  поище^.іъ'' 
общаго  болытіаго  дѣлишела  Функцій 

/^\лі)=^360x'' — и  /'(^г)=120^— 1440. 

Эшотъ  дѣлитель  сущесгавуетпъ,  онъ  =:л — 2  и  имѣетъ  корнемъ  2, 
число  заключающееся  между  предѣлами  1  и  10.  Таііъ  какъ  Функціи 
/'{х),/{ос)  не  дѣляшся  нал? — 2;  гао,  по  §  111,  заключаемъ, 
что  два  изъ  корней  даннаго  уравнснія,  назначаемыхъ  предѣлами  1  и 
мнимые.  А  потому  отъ  пяти  крайнихъ  указателей  (справа)  олінимаемь 
по  2;  новый  рядъ  указателей  0  1  0  0  0  0  1  показываетъ,  что  данное 
уравненіе  имѣешъ  одинъ  только  дѣйствишельный  корень  между  1  и  10. 
И  шакъ  отдѣленіе  корней  даннаго  уравненія  кончено:  данное  уравненіе 
ивіѣетъ  только  два  дѣйствительныхъ  корня,  одинъ  заклшчаешся  между 
— 10  и  1,  а  другой  между  1  и  10. 

§  119,  Единственный  упрекъ  ,  который  можно  сдѣлашь  способу 
Фурье  огадѣленія  корней,  состоишь  въ  шомъ,  что  когда  два  предѣла 
а  и  Ь  огакрываютъ  въ  /  {х)  два  корня,  и  не  довольно  близки  чтобы 
съ  разу  открыть  свойство  этихъ  корней ;  тогда  сближеиіе  этихъ  пре- 
дѣловъ  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  бываетъ  продолжительно.  А  потому 
фуръе  не  довольствовался  правиломъ,  даннымъ  въ  §  111;  онъ  далъ  другіе 
признаки  для  распознаніе  свойствъ  корней.  Вотъ  одинъ  изъ  нихъ,  ко» 
шорый  очень  часто  можно  употреблять  съ  выгодою. 

§  120.  Пусть  указатели  шрехъ  Функцій 

для  двухъ  предѣловъ  а  и  д  соошвѣшственно  будутъ 

О        1  2. 

Функція  /'(л^)  имѣетъ  одинъ  действительный  корень  между  Ѣппіми  ире= 
дѣлами,  который  означимъ  чрезъ  у.  Въ  §  111  мы  видѣли,  что  когда  у 
не  есть  корень  ^  (х);  то /(х)  при  х=іу  имѣешъ  одинакой  или  прошив- 
ный  знакъ  съ  /(а)  и  /(/^),  смотря  по  тому,  будушъ  ли  корни  /(лг), 
назначаемые  предѣлами  а  и  Ь,  мнимые  или  дѣйсшвишельные.  Тоже  самое 
должно  сказать  и  о  Функціи  ф^х)  = /(х)+/'{х);  потому  что  она  при 
X— 7  обраш,аешся /(^)-4-/'(7)=/(^).  Если  ф{а:)  не  имѣешъ  дѣйсгавишель- 
ныхъ  корней  между  а  и  то  она  постоянно  будешъ  сохранять  свой 
знакъ  для  ізсякаго  значенія  х,  начиная  отъ  а  до  а  потому  ф(у)=/{у), 
въ  шакомъ  случаѣ,  будешъ  имѣгаь  одинакой  знакъ  съ  ф(а)  и  ф(й),  и  су- 
дя по  знаку  послѣднихъ  двухъ  резульшашовъ  ,  імы  узнаемъ,  будутъ  ли 
корни  /{х)у  назначаемые  предѣлами  ашЬ^  дѣйстви тельные  или  мнимые. 


^ 

И  шакъ  должно  смогарѣт.ь,  будугаъ  ли  предѣлы  а  ѵі  Ъ  имѣшь  шак.ое 
свойство,  чшо  для  уравненія  (р(^)=о,  ряды  знаковъ  резульшашовъ 

Н'  ф»,  (^),....ф'"(а),    Ф"(а),    ф'(«),  ф(а) 

даютъ  одинаков  число  переімѣнъ.  Если  это  условіе  не  сущесшвуегаъ,  то 
можно  всегда  его  достигнуть,  заімѣнивъ  предѣлы  а  ѵі  Ъ  другими  а  н 
болѣе  близкими  между  собою,  которые  опять  63'^дутъ  заключать  у.  Зная, 
что  ряды  (а)  и  (^)  имѣютъ  одинакое  число  перемѣнъ,  мы  будемъ  увѣрены, 
чшо  знакъ  ф(а)  и  ф(^)  принадлежишъ  и  ф{у)-=.І [у):  если  онъ  противенъ 
знаку  1{а)  и  гао  корни  У^(^^) ,   назначаемые   предѣлами  а  ѵі  Ь,  дѣй- 

сгавительные;  если  же  ф(а)  иф(Ь)  имѣютъ  одннакой  знакъ  съ /{а)  и /{Ь), 
гао  предѣлы  а  п  Ъ  ошкрываюгаъ  въ         два  мнимыхъ  корня. 

Результаты  [а]'  и  [й]'  получаются  очень  просто  изъ  результагаовъ : 
/"\а],/'"-Ча),..,./(а),  /^'"'{Ь)Г''-^{Ъ),,,„  /{Ь).  Въсамомъ  дѣлѣ:  шакъ  какъ 
ф(л:)=/С^г)+/'(^),  то 

а  потому 

ф(а)=  /'(а),  ф'Са)=  /"(а),  ф"(«)^  •/"'(«)+  /"'(«)»••- 

И  гаакъ ,  резсмашривая  только  численные  результаты ,  составленные 
изъ  предѣловъ  а  п      мы  часто  можемъ  узнатьэ  будушъ  ли  искомые  корни 
действительные  или  мнимые. 
Для  уравнения 


^мы  нашли  въ  §  116  ряды 


Г" 

/" 

/' 

/ 

[2-3 

120 

-+■ 
168 

82 

-Ь 

30 

21 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

[3] 

-4- 

120 

-+• 

288 

180 

26  N 

45 

32 

Изъ  ряда  [2]  составится,  соошвѣшсшвующій  ему  рядъ  [2]',  придавая  къ 
каждому  члену  ряда  [2]   членъ,  сшолщій   непосредственно  по  лѣвую  его 


сторону.  Такимъ  же  образомъ  составится  рядъ  [з/,  соотвѣшсшрующі 
іряду  [з].  Эти  ряды  сушь 

ф'"    ф"    ф'  ф 

[2]'  Ч-  -4- 

0       0      0      1      0  1 
[З]'  Ч-      Ч-      4-      +  _ 

Послѣдній  указатель  показываегаъ,  что  ф(л)  имѣегаъ  одинъ  дѣйстви- 
шельный  корень  между  2  и  3,  а  потому  эти  предѣлы  не  довольно  близ, 
ки,  чтобы  открыть  свойство  корней  /{ос),  ими  назначаемыхъ. 

Вставивши  въ  рядъ  Функцій  2 ,2  вмѣсто  Ху  мы  будемъ  имѣть  таблицу 


Г' 

/" 

/" 

/' 

/ 

ч- 

ч- 

ч- 

120 

168 

48 

82 

30 

21 

[2,2] 

ч- 

ч- 

ч- 

120 

192 

12  1 

88,08 

12,872 

16,59248 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

М 

ч- 

+ 

Ч- 

120 

288 

180 

26 

32 

искомые  два  корня  теперь  назначаются  предѣлами  2,  2  и  5.  Составивши 

по  изложенному  правилу   ряды  [2,2] 

И[3] 

,  соотвѣтствующіе  Функціи 

■/{х)-^/'{х\  находимъ 

ф- 

ф'" 

Ф" 

Ф' 

•Ф 

[2,2]' 

ч- 

ч- 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

4- 

ч- 

ч- 

ч- 

Послѣдній  уі^азатель  есть  О  и  показываетъ,  что  Функціяф(д:)=:/(лг)ч-У(х) 
не  имѣешъ  дѣйствительныхъ  корней  между  2,2  и  3,  а  потому 
она  сохраняетъ  знакъ  —  для  всѣхъ  значеній  х,  начиная  ошъ  2,2  до  3, 
и  при  х=у  (полагая,  что  уесть  корень /'(л")  между  предѣлами  2,2  и  з), 
резульшашъ  ф['/)~/[у)  будетъ  также  отрицательный;  слѣдовательно 
корни  /(х),  назначаемые  предѣлами  2  и  3,  мнимые. 

Отдтъленіе  корней  и  приближенное  ихь  въписяеніе  помощію  непрерывныхь 

дробей, 

%  Пусть  будетъ  дано  уравненіс  /(.г)=:о,  не  имѣющее  равныхъ 


корней.  Положимъ,  что  по  способу  фуръе  ошдѣленія  корней,  мы  нашлн 
два  положигаельныхъ  дес^гаичныхъ  предѣла  а  и  5  которые  откры- 
ваюгаъ  въ  данномъ  уравненіи  нѣсколько  корней.  Если  разность  этихъ 
предѣловъ  больше  единицы;  шо,  вставляя  въ  рядъ  Функцій 

послѣдовательныя  цѣлыя  числа 

а,  ач-і,  (3+2  ,  а+3, ...... 5, 

мы  получимъ  новые  предѣлы,  копюрые  будутъ  трехъ  родовъ:  і)  гаѣ,  ко- 
торые не  открываютъ  въ  уравненіи  / [х)=-о  ни  одного  корня,  2)  тѣ, 
которые  заключаюшъ  по  одному  дѣйствительному  корню  и  З)  тѣ,  ко- 
торые огакрываюшъ  по  нѣскольку  корней.  Разсмотриаіъ  предѣлы  послѣд- 
няго  рода. 

Вмѣсшо  того,  чтобы  къ  нимъ  прилагать  правило  §  115,  для  распо- 
знанія  свойства  корней,  ими  назначаемыхъ,  можно  съ  выгодою  дости- 
гнуть той  же  цѣли  слѣдующиліъ  образомъ: 

Пусть  А  и  А-\-Х  будутъ  предѣлы,  назначающіе  для  /{х)  нѣсколько  кор- 
ней. Положимъ 

У 

если  А  и  А-\-\  заключаютъ  дѣйствительные  корни,  гао  у  должно  имѣть 
дѣйсшвительныя  значенія,  удовлетворяющія  условію 

А<А'^—<А-^і  или  0<— <1, 

У  У 

а  для  того/ должно  быть>1;  слѣдовательно  уравненіе  У^|-<4-+--|=:о  долж- 

\  УІ 

но  имѣть  дѣйствитсльные  корни>1. 

Это  уравненіе,  по  сказанному  въ  §  67,  будетъ 

помноживши  его  на  у"^,  имѣемъ 

/"{А),  у^~^-і^...+-±~/'^Х^)=Г(у)^о. 

(^^)  Мы  будемъ  адѣсь  говорить  только  о  положительныхъ  корняхъ;  потому  что 
изъисканіе  отрицательныхъ  корней  уравненія  /(а?)=о  приводатся  къ  изгисканію  по- 
ложительныхъ корней  преобразованнаго  уравнения  /(— лг)=о. 

31 
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И  такъ  уравненіе  ^(у)=о  должно  имѣшь  дѣйствигаелъные  корни  >1. 
Чтобы  въ  эгпомъ  увѣриться,  возг^ліемъ  рядъ  Фуикцій 

(1)  ^^"Ъ)>  ^'^-47).... ^"(Г).  ^"(7),  ^Ц). 

и  сшанемъ  въ  нихъ  вставлять  вмѣсто  у  послѣдовательныя  числа 

(2)  1,    2,  3,.... 

Положимъ,  что  ошъ  того  всѣ  дѣйствительные  корни  Р{у),  которые  >1, 

отдѣлились.  Пусть   число  ихъ  будеть    п,  а  у.^,  ^д,  ихъ  значенія^ 

расположенныя  въ  возраста ющемъ  порядкѣ;  гао  данное  уравненіе  /(х)—о 
будетъ  имѣаіь  между  предѣлами  а  н  Ь  также  л  дѣйствительныхъ  кор- 
ней : 

(3)  х^-=А-\--  ,  а:^г:^А-^- 

У  г  У,  Уп 

Взявши  вмѣсто  ^,,  у^^..,,у^  ихъ  низшіе  предѣлы,  которые  означимъ 
чрезъ  Ві,  В ^,....Вп,  выраженія 

соотвѣшсшвенно  будутъ  больше  корней  (з).  А  потому:  зс^  будетъ  за- 
ключаться между  А  и  А-і-^,а:^  между  ^-^-^  и  и  ™-  Д-  Та- 

кимъ  образомъ  всѣ  корни  даннаго  уравненія,  назначаемые  предѣлами  а  и 
Ь,  будутъ  отдѣлены. 

Если  же  вставка  чиселъ  (2)  въ  функціи  (і)  вмѣсшо  у  покажетъ, 
что  уравненіе  Е[х)'=.о  не  имѣетъ  дѣйствительныхъ  корней  >  1;  то  это 
значишъ,  что  всѣ  корни  уравнения  /(^)=о,  назначаемые  пределами  а  и 
(5,  мнимые. 

Наконецъ,  когда  послѣдовашельныя  два  числа  В  и  В-\-±  изъ  ряда  (2), 
назначаютъ  для  Г{у)  нѣсколько  корней  ;  то  свойство  эгаихъ  корней 
будетъ  нензвѣстно,  а  потому  неизвѣсшно  также  будетъ  свойство  кор- 
ней ур.  У(л'}=о,  назначаемыхъ  предѣлами  а  и  Ь.  Въ  такомъ  случаѣ  по- 
сшупаемъ  съ  Р{у)  такъ  же,  какъ  и  /(г;);  т.  е.  полагаемъ 


2ПЪ 

и  смотримъ,  имѣетъ  ли  преобразованное  уравненіе  [  Бч— ^'=о  дѣйсшви» 
гаельные  корни  >  1.  Эшо  преобразованное  уравненіе  будетъ 

Чтобы  узнать,  имѣетъ  ли  оно  дЬйсшвшпельные  корни  больше  1,  вста- 
вляемъ  въ  рядъ  Функцій  ^ 

вмѣсшо  г  числа  1,  2,  З....3дѣсь  могутъ  всшрѣганться  тѣ  же  случаи,  что 
и  для  Р  (^у).  Если  два  цѣлыа  числа  С  и  Сч-1  ошкрываютъ  въ  уравне- 
ніи  ф(2)=о  нѣсколько  корней;  шо  полагаемъ 


и 

и  съ  преобразованнымъ  уравненіемъ  ф^С-ь— |=о  посшупаемъ  шакъ  же, 

какъ  и  съ  предъидущими. 

Продолжая  шакимъ  образомъ  далѣе,  мы  необходимо  дойдемъ  или  до  та- 
кого преобразованнаго  уравненія,  котораго  всѣ  дѣйствительные  корни>  1 
отдѣлятся,  или  до  такого,  которое  не  будетъ  имѣть  дѣйсшвительныхъ 
корней  >  1.  Пояснимъ  сказанное  примѣрами. 

Примѣръ  I. 

Уравненіе 

л:^— 2^17^ — 10л:=*ч-30л:^-*-63^г — І20=о 
даетъ  рядъ  Функцій 

/(^р) =д;  5  — 2^'^— 1 0   ' -4-3  Ол: ' -ЬбЗл:-.  1 20 
/'[х)=:5а:'^ — 8л;^ — 30дг'ч-60^г-+-63 
/  "(Д7)=2     ^ —2  4.Г  *--6  Олг-4-6  О 

/"'(д?)=120л:— 48 
/''(л;)=120 

34» 
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и  следующую  таблицу  знаковъ 


^  ■> 

^  > 

ГЧІ. 

I  > 

> 

^ 

[—10] 

-\~ 

ч- 

'4- 

0 

0 

0 

1 

1 

Г     ■<  1 

ч- 

ч- 

ч- 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

[О] 

ч- 

Ч- 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

[1] 

ч- 

ч- 

ч- 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

[10] 

-ь 

ч- 

ч- 

ч- 

ч- 

Ч-. 

Предѣлы  —10  и  — 1  открываюгаъ  въ  данномъ  упавненіи  два  корня,  а 
предѣлы  1  и  10  остальные  три  корня. 

Въ  §  11  мы  видѣли,  что  всѣ  результаты  У(2), /'(2), /  "(2),.,.. /'^'"'(2), 
/^(2)  положительные,  а  потому  гари  корня,  назначаемые  предѣлами 
1  и  10,  должно  искать  віежду  1  и  2.  Чшобы  открыть  свойство  этихъ 
корней,  полагаемъ 

1 

д:=1ч— ; 

■У 

ошъ  того  имѣемъ  уравненіе 

^{у)=58х  — 90/  ^-4-2/  *  ч-  8^- » — 5/—  1 =о. 
Вставляя  въ  рядъ  Функцій 

-Р'(>)=38/^— 90/*ч-27»ч-8/'— Зу— 1 
І5"(^)=190/^— 360г'ч-6у*-Мб7— 3 
і^'(г)=160г*— ЮЗО^'ч-  12ГН-16 
-'^"'(^)=22807^— 2160/4-12 
-Р'''' (/)=4560/— 2160 
і^^(/)=45б0 

числа  1,  2,  3,....«  находимъ  ряды  знаковъ 

ІРіѵ      /гѵ      /Г'"     ІГ"      ІГ*  іі^ 
[1]  _н       _н       ч-  _  

[2]  ч-     ч-     ч-      ч-      ч-  Ч-; 

откуда  видимъ,  что  у  имѣетъ  одно  то.іько  значеніе  >1;  слѣдовашельно 
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данное  уравненіе  имѣетъ  одннъ  только  дѣйсгавигааіьный  корень  шежду 

1  и  10,  который  также  заключается  между  И"-^  и  Прочіе  два  кор- 

н»,  назначаемые  предѣлами  1  и  іо,  мнимые. 

Чтобы  открыть  свойство  корней,  назначаемыхъ  П[)едѣлами  — 1  и — 10, 
преобразуемъ  ъъ/( — л?),  и  иш,емъ  свойство  корней  уравненія 

/  (-~Д7)= ^ -Ь2л:^— 1 0.Г ' — 3  О  ^+б  3  л:+1 2  0=0, 

заключающихся  между   1  и  Ю.  Вставляя   вліѣсто   д:  въ  рядъ  Функцій 
— л), — Д"), /"'( — х),/"{х)і/Х — ^  і — <^)>  числа  1,  2,3..,  полу- 
чаемъ  ряды 

/4-х),  /'Ѵ^),  /'"(-^),  /(-^). 

[і]  -н  ч-  ч-  _  _  -Ь 

[2]  ч-  ч-  ч-  —  ч- 


кошорые  показываюгаъ,  что  два  наши  корня  должно  искать  между 
2  и  3.  И  такъ  полагаемъ  д:=2ч-^,  отъ  того  имѣемъ  преобразованное 
уравненіе 

1 1 4у = — ЗЗ/'^  Ч-38/ '  Ч- 4С/ ^ч- 1 2уч- 1=асо. 

Первые  два  члена,  а  потому  и  вся  первая  часть,  для  х-=  и  >1,  даюгаъ 
результатъ  положительный;  слѣдовательно  ^{у)  не  имѣетъ  дѣйстви- 
те.іьныхъ  корней  >1,  и  корни  уравненія  /{ — д;)=о,  назначаемые  предѣ- 
лами  2  и  3,  мнимые  ;  поэто-му  корни  даннаго  уравненія ,  назначаемые 
предѣлами  —1  и  — 10,  также  мнимые. 

Прішѣрь  ІІ^ 

Для  уравнения 

дг^ч-гх* — Іх^-^-^х — 11=0 

имѣемъ  таблицу 

[—10]  -I-      _      ч-      _      -ч-  _ 

[Ч-1]  Ч-        —        -4-       —        Ч-  — 

—  ч- 

[О]  Ч-00Ч-      —      Ч-—  2  мнимыхъ  к. 


1  дѣйсшв.  корень 


1  дѣисгав.  к- 


[1]  Ч-       Ч-        Ч"       ч-  ч- 

[10]  ч-     ч-     ч-     ч-     ч-     ч-      ч-(і  дѣйств.  к. 
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Чтобы  открыть  свойство  двз'хъ  корней,  назначаемыхъ  предѣлами  о  и  1, 

полагаемъ  л~0-і — =— ,  преобразованное  уравненіе  Р{^уУ=.о  будетъ 

У  У 

117^  — Э^^-ь'?/^— 27*  — 1=0. 

Первая  чаешь  этого  уравненія,  какъ  легко  видѣгаь,  давши  ей  видъ 

(И  7—9)7^+1/^-2/^— 1=0, 

для  х—1  и  >1  обращается  въ  положительное  число,  а  потому  уравне- 
ніе  Р{у)—о  не  иіѵіѣетъ  дѣйствишельныхъ  корней  >1;  слѣдовашельно 
корни  даннаго  уравненія,  назначаемые  предѣлами  О  и  1,  мнимые. 


Прилѣрб  ПІ. 


Уравненіе 
даешъ  таблицу 


[-10] 

[0] 
[1] 
[10] 


1  дѣйств.  корень 


3  дѣисгавиш.  корня. 


Ошдѣлимъ  корни,  назначаемые  пределами  1  и  10.  Полагая  х=-  і,  1,  3,..." 

находпмъ  ряды 

[1]       -  +        _        _        -ь  _ 

[2]  +  _  -н 

[3]  +         -4-         +         _  -ь 

[4]  -Ь  Ч-  -Ь  -4-  + 

Одинъ  дѣйствительный  корень  заключается  между  1  и  2,  а  остальные  два 
корня  должно  искать  въ  промежушкѣ  предѣловъ  3  и  4.  Чтобы  ошкрышь 

1 

ихъ  свойство,    дѣлаемъ  л'=3-<-— ;  ошъ  того  имѣемъ  уравненіе 

7 

/)= 2/ 8/ Ч-З/ '-Ы/ч- 1=0, 


которое  даешъ  таблицу 

/Т-іѵ    р"'    р"     р'  р 

[і]  О      —      —      -ь  ' 

[2]  _ь       Ч-      н-      -  ^ 

[З]  н-       ч-     -I-     ч-  _ 

[4]  ч-      н-      -+--+-  +. 

Отсюда  видимъ,  что  у  имѣетъ  два  дѣйствительныхъ  значенія  >1:  одна 
заключается  между  1  и  2,  а  другое  между  3  н  4.  Слѣдовательно  значенія 
д?,  назначаемыя  предѣлами  3  и  4,  также  дЬЙствительныя :  одно  заклю- 

11  11 

чается  между  3+  —  и  зн — ,  а  другое  между   3+  —  и  Зн — . 

12  3  4 

§  122.  Найдя  по  изложенному  способу  двѣ  непрерывныя  дроби,  заклю- 
чаюш,ія  одинъ  какой-либо  дѣйствишельный  корень  даннаго  уравненія, 
можно  эти  предѣлы  стѣснить  еще  болѣе ;  для  этого  стоптъ  только 
продолжать  дѣйствіе.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  пусть  дроби 

А+^    1  А+-^  1 

К  Л*+1 

заключаютъ  одинъ  только  дѣйствительный  корень ,  и  положимъ , 
что  послѣднее  преобразованное  уравненіе  есть  ф(г;)=й;  К  и  /С-М  бу- 
дутъ  заключать  одинъ   только  изъ  его  дѣйствительныхъ  корней  боль- 

шпхъ   1,  а  потому,    положивъ  ѵ  ■=.  /ѵ-+-  — ,    нензвѣстное    і  необходимо 

должно  ймѣть  только  одно  дѣйспіви тельное  значеніе  >!•,  слЬдовательно 
уравненіе 

1 .2  •  •  •  тп 

должно  имЬть  необходилю  одинъ  только  дѣйсгавнтельный  корень  >1. 
Отыскавши    два    цѣлыя  числа,    его  заключаюш,ія  ,    когаорыя  назовемь 

і  и  і  -+-1,   дроби  /С-ь       и  Кн  ^ —  будутъ  заключать  ѵ,  а  потозгу, 

внеся  ихъ  вмѣсто  ѵ  въ  выраженіе 


будемъ  нмѣть  новыя  дроби 


который,  какъ  извѣстно  изъ  шеоріи  непрерывныхъ  дробей,  ближе  къ  х, 
нежели  дроби  (4). 


Положить       1н-  І  ,  уравненіе  по 


также  будетъ  имѣгаь  одинъ  только  дѣйствишельный  корень  >1.  Найдя 
предѣлы  его  М  и         1,  будемъ  имѣшь  новыя  дроби 

+      1  к  +  4  * 

болѣе  близкія  къ  д:,  нежели  предъидущія.  Продолжая  такимъ  образомъ 
далѣе,  каждое  ,  вновь  получаемое  уравненіе  будешъ  имѣть  одинъ  только 
дѣйсшвишельный  корень  >1;  найдя  послѣдовательныя  цѣлыя  числа,  его 
заключающія,  меньшее  изъ  нихъ  будешъ  послтьднее  тсттюе  непрерывной 
дроби,  выражающей  искомый  корень.  Такимъ  образомъ  мы  будемъ  болѣе  и 
ба,іѣе  приближаться  къ  точному  значенію  корня.  Эгаошъ  способъ  прибли* 
женнаго  вычисленія  корней  принадлежигаъ  і^аг/)а«ж7  (*)?и  былъ  обнародо- 
ванъ  имъ  вь  П69-мъ  году.  Приложимъ  его  къ  корню  уравненія 

^  =  — 2     — 1  ОсГ '+3  О   = +6  Зх— 1 2  0=0, 

1  1 

заключающемуся  между  И  ■  и  1-ь  -. 

2  3 

Положивъ  7=2-н  —  ,  уравненіе      {/)  преобразуется  въ  слѣдующее 

ф^г;)=1832  5--213г'^—900г^— 8022^— 2902—38=0, 

которое  необходимо  должно  имѣшь  одинъ  только  дѣйсшвишельный  корень 
>1.  Чтобы  его  ошдѣлишь,  достаточно  всшавляшь  числа  1,  2,  3,...  шоль- 


(♦)    Шёт.  йе  ѴАсайепгіе  д,е  ВегЛп,  апп.  1769 


2^9 


ко  въ  Фі^).  Эша  вставка  покажешъ  намъ,  что  искомое  значеніе  г  заклю- 
чается между  3  и  4;   потому   что  результаты  (р(з)=— •  6210  и 


=83234  съ  противными  знаками.  И  такъ значеніе  л-^гі-ь^  ^заключает- 
ся   между    И--   і  и  1-ь-  1     Положивъ  г=  3-н- ,    имѣемъ  уравненіе 
2+3  2+^- 

я/>(м)=б210м'^—2П09а^—2900ба^  —  13014м^— 2532м —  183=о. 

Это  уравненіе  имѣеть  дѣйствишельный  корень  между   4  и  5;  слѣдова- 

1  1 

гаельно  г  заключается  между  3+—  и  а  х  между 

1+-    1  1 

2-ь-    1  и          2+-  1, 

3  -ь-  3  -ь- 

4  5 

или,  (приведя  эти  двѣ  дроби  въ  обыкновенныя)  между  у*  и  первая 
^сть  высшій  предѣлъ  искомаго,  корня,  а  вторая  низшій. 

Разсмотримъ  теперь  нѣкоторыя  свойства  непрерывныхъ  дробей ,  и 
облегченія  ,  которыя  сдѣлалъ  Лагранжъ  въ  своемъ  способѣ  вычисленія 
корней. 

^  123.  Чтобы  не  слишкомъ  удаляться  отъ  нашего  предмета,  я  не  ста- 
ну здѣсь  излагать  всей  гаеоріи  непрерывныхъ  дробей,  а  напомню  толь- 
ко читателю  главный  теоремы,  доказательства  которыхъ  онъ  можегаъ 
найти  во  многихъ  элеменшарныхъ  курсахъ  (*). 

Пусть  будетъ  непрерывная  дробь 

Д-ь  и  проч., 

гдѣ  цѣлыя  числа  С,  Д  ,  называемыя  гас/дг«ьг^?ш  (диоііепз),  суть 

цѣлыя  части  выраженій 


1  і  1  1 

у  2  и  V 


называемыхъ  полныжи  гастнылш. 


(*)  На  ошечесгавенномъ  язык*  теорія  непрерывныхъ  дробей  превосходно  изложена 
въ  Алгебрахъ:  Г.  Бурдола  и  Г.  Перевощикова  и  въ  Лекціяхъ  Алгебр,  и  Транец.  Ана- 
лиза Г.  Острог^адстго. 

32 
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Приведя  дроби 

А        і.         і.  1 

Л-Ь-,  ^+-^^1^        Л-І^     1  „пр. 

с  С  ч- — 

въ  обыкновенныя,  мы  получимъ  рядъ  дробей 

р.  р.  р.  р, 
0.'  ^,'  07'  оГ'"' 

кошорыхъ  члены  связаны  следующими  условіями : 

Р,^А,  Р,^Р,В+і,  Р,=Р,С-^Р,,  Р^^Р.О+Р,,.,.. 

Эши  дроби  называются  подхоЪящилш  (сопѵег^епіев);  потому  что  каж- 
дая изъ  нихъ  болѣе  и  болѣе  подходи тъ  къ  точному  значенію  х.  Разность 

двухъ  послѣдовашельныхъ  дрооеи  -—         и   есть  -  ,    и  какъ 

^і~^<^■і  піо  она  меньше      — .  А  потому    искомый    корень  кото- 

Р  _і  Р- 

рый  заключается  между  дробями  "   д^»  разнится  отъ  каждой  ме- 

нѣе  нежели      — .  Такимъ  образомъ  при  каждомъ  новомъ  частномъ,  мы 

можемъ  судишь  о  степени  приближенія  къ  томному  значенію  искомаго 
корня. 

р. 

Пусть  М  будешъ  частное,  соошвѣгаствуюшіее  дроби        '  ;  гао 

р. 

и  X  разнится  огаъ  дроби  ~  менѣе  нежели  ^ 


I  потому  о  ст( 
искомому  корню  можно  судишь  по  дроби 


р. 

Но  М  всегда  не  меньше  1 ,  а  потому  о  степени  приближеяія  дроби  кь 


2о1 
1 

Возрастаніе  знаменателей  ^I,  ^з,.••  бываешь  иногда  очень  медлен- 
но, ошъ  чего  замедляется  также  и  приближеніе  къ  искомому  корню,  «/^а- 
гранжь  исправилъ  этотъ  недосгаашокъ,  показавши,  чгао  можно  продол- 
жать вычисленіе  часшныхъ  В,  С,...  съ  извѣсшнаго  члена,  не  имѣя 
нужды  въ  преобразованныхъ  уравненіяхъ.  Вошъ  въ  чемъ  сосгаоишъ  это 
усовершенсшвованіе. 

§  12^.  Положимъ,  что  мы  остановились  на  преобразованномъ  уравненіи 

Рі-х  Р 

и  означимъ  чрезъ  — —  и     ■  двѣ  послѣднія  подходящія  дроби;  то  будешъ 

0.І—  1  ^^ 


(5) 

Отсюда 


И 


Означивши  чрезъ  ^,,  ^а,  всѣ  корни  уравненія  ф{()г=о  ^  корни  дан- 
наго  уравненія  будушъ 

Рг^г-^Рг-г       Р^^-^Р.-г  Рііщ-^Рі-г 

кошорыхъ означимъ соотвѣшственно  чрезъ  Х1,х^^...х^.  Внося  х^^х^^х^^..» 
послѣдовашельно  вмѣсшо  х  въ  выраженіе  (б),  имѣемъ 

(-1) 
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сложивши  эти  уравненія,  и  замѣтивши,  что 

Ь 

^2+^3-*-  -^^т^  —  іі  , 

а 

находимъ 

а  О,  О'  ' 

гдѣ 


Рі       Рі  р. 

По  уравненііо  (^)  имѣемъ 

или,  положивъ  для  сокраіценія       ^^ч-^._^=і/'.0^.,  будешъ 

Внеся  это  въ  выраженіе  Д,  получаемъ 

/1  1  1 


Д  = 


с^к^х-^з)-к-і>' 

яр  ^  ^  I 


Разнесши  07 1— л: 2,  л? I — а;^..,,  постоя нныя,  знаменатель  подходяш,ей  дроби 

^^  увеличивается,  а  — — ^у- —  всегда  меньше   1  и  съ  возрастанісйіъ 

^^  уменьшается,  а  потому  каждый  изъ  членовъ  Д  будешъ  уменьшать, 
ся;  слѣдовашельно  Д  также  будешъ  уменьшаться,  и  необходимо  сдѣлает- 

ся  меньше  — .  И  шакъ  мы  необходимо  дойдемъ  до  такого  преобразован  на  го 
2 

уравненія ,  кошораго  корень       оудешъ  разниться  ошъ  1  —  

меньше  нежели  т.  е.  эшотъ  корень  будешь  заключаться  между 
предѣлами 

^  «  ^,  2  а  ()і  2 

А  шѣмъ  болѣе  это  будегаъ  справедливо  для  всѣхъ  слѣдующихъ  прсобразо- 
ванныхъ  уравненій. 
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Достигнувши  такого  преобразованнаго  уравненія,  должно  взяітіь  цѣлое 

число,  ближайшее  къ  н  ,  т.  е.  то,  которое  заключается 

а  О. 

въ  предѣлахъ   (з) :  это  число   и   будешь    одно  изъ  послѣдовательныхъ 
цѣлыхъ  чиселъ  М  и  М+1,   заключающихъ  і.    Мы  покажемъ,  какимъ 
образомъ  можно  различить  эти  два  числа ;  но  прежде  посмогаримъ  какъ 
Ь 

опредѣляешся  —  — . 

а 

§  125.  Такъ  какъ — — ч-^г  ч- ^3  +  ....  то   внеся    сюда  вмѣсшо 

г^,  ^о,....г^ихъ  аначенія,  выводимыя  изъ  ур.  (б),  находимъ 


1 




По  §  15  ур.  (20)  мы  имѣемъ 


1 

1 

откуда 


Положивъ  х= 


/\х)  1  1 


/[х]  х—х^  х—х.,  ""  х—х^ 
— %  будетъ 


1  1  1 

+-....■ 


[о]         о         *         о  о. 


слѣдовашельно 


Внеся  это  въ  выраженія  (8),  они  будутъ 
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Они  совсѣмъ  не  завися тъ  отъ  преобразованнаго  зфавненія  по  і. 

§  126.  Теперь  должно  показать  ,  когда  можно  пользоваться  предѣлами 

.         ^  11 

(9),  когпорыхъ  для  сокращенія  изооразимъ  чрезъ     —  и  Л  .  Лагранжъ 

2  2 

для  этого  даетъ  слѣдующій  способъ: 

Достигнувши  преобразованнаго  уравненія  ф(г)=о,  отъищемъ,  чрезъ 
последовательную  вставку  чиселъ  1,  2,  3,...  вмѣсшо  і,  два  числа  М  и  М-+-1, 
заключающія  действительное  значеніе  1\  чтобы  і  заключалось  между 

>.ч —  и  X  ,  должно,    чтобы  Л  заключалось  между  М  и  М+і^  и  было 

2  2 

ближе  къ  тому  изъ  этихъ  чиселъ ,  къ  которому  ближе  (.  И  такъ,  во-пер- 
Быхъ  смотримъ  будетъ  ли  Л  заключаться  между  М  и  М+і;  когда  это 
условіе  будетъ  удовлетворено,  тогда  за  приближенное  значеніе  I  беремъ 
то  изъ  чиселъ  М  и  Ді+і,   которое  ближе  къ  Л;  назовемъ  его  чрезъ  к. 

Потомъ,  полагаемъ  і=к~\-~,  и  смотримъ,   имѣегаъ  ли  преобразованное 

уравненіе  ф^/1;^-—^=о  действительный  корень,  когаораго  числовое  значеніе 

было  бы   больше  2.  Если  это  условіе  удовлетворено;  гао  мы  увѣрены, 

что  С  заключается  между  Лч-—  и  \ — -^,    и    можемъ    приступишь  къ 

2  2 

дальнейшему  вычисленію. 

§12Т.  Найдя  ціілое  число  к,  заключенное  между  Лч-^  и  Л — мынезна- 

емъ,  будетъ  ли  оно  больше  или  меньше  I.  Ежели  к  <  I;  то  новая  под- 

р.          Р.  к+Р._  р. 
ходящая  дробь         — — - — ;  ^  и  предъидущая  — ^  будушъ  заключать 

^р.)  г(р+1\ 

х\  отъ  того  результаты  /  \^\  и  /     — |  съ  противными  знаками,  Но  если 

РІк~±)-\-0.  ,  Р. 
Л  >  I,  то  корень  х  будещъ  заключаться  между    -у-   —  и  — -  и 

Р/к—і)^Р.  ,      Р,кч-0._ , 

между    -  (  ^  и  — — —  ,  а  потому  онъ  не  можешъ  заключагаься 

0,(/^-1)+о,_,  0.к+о._, 

Р,  РЛ+Рг-г 

между   —  и    -^-  —  ;  следовательно    въ   случаѣ   кХ  резульгаашъ 

[Рк+Р_  \  Р\ 
—І^  будегаъ  иметь  одинакой  знакъ  съ  /[т-І  И  шакъмы  всег- 

да  можемъ  различишь  случаи  к<1;  и  к>1*  Когда  Л>^,  тогда  въ  Формулы 
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(э)  всшавляемъ  вмѣсто  Р^.,  и  ^^^г,  соотвѣтственно  Р^А+Р^^ц 
0Л-+-  и  О^. ;  отъ  гаого  получимъ  предѣлы  новаго   часганаго,  ко- 

торое опредѣлится  по  предъидущему.  Точно  такимъ  же  образомъ  долж- 
но поступать  и  въ  случаѣ  Л>/;  разница  будетъ  состоять  только  въ 
томъ,  что  новое  частное   будетъ  отрицательное;    потому     что,  по- 

ложивъ  1=к-{--,  дробь  —  должна  заключаться  между  Он  —  1,  т.  е. 

должно  быть  < — 1. 

§  12$.  Познакомимся  короче  съ  непрерывными  дробями,  имѣющими  от- 
рицательны я  частныя. 

Положимъ ,  что  А  есть  цѣлое  число  непосредственно  >  х',  такъ,  что 

А>х  и  А — Ка;;  то  положивъ  а:=А — у  должно  быть  положительное  и 

>1;  потому  что  —  >0  и  <1.  Найдя  цѣлое  число  В  непосредственно 
меньшее  или  непосредственно  большее  у,  полагаемъ  въ  первомъ  случаѣ 
у  =  В+— ,  а  во 

2 

будемъ  имѣть 


у=  В-і-—,  а  вовторомъ/=5 — — .  Продолжая  такимъ  образомъ  далѣе,  мы 

2  2 


х=А±-,  х=В±-,  2:=С±і 
у  2  и 

отъ  гаого  выходитъ  непрерывная  дробь 

Замѣтимъ,  что  каждое  изъ  частныхъ  А,  В,  С,...,  за  которымъ  аіѣ- 
дуегаъ  знакъ  —  должно  быть  не  меньше  2.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  если  на  пр. 

В>Уу  то,  положивъ  ^-^^ — и  зная,    что   у>і,    мы   будемъ  иліѣть 

2 

— >1;  отъ  чего  Б >!-+-— ;  слѣдовагаельно  В  должно  быть  цѣлое  число 

2  2 

>1,  а  потому  оно  должно  быть  или  2  и  >2. 

Имѣя  непрерывную  дробь,  въ  которой  послѣ  нѣкоторыхъ  частныхъ 
слѣдуютъ  знаки  — ,  можно  ее  всегда  обратить  въ  обыкновенную  не- 
прерывную дробь.  Для  доказательства  положимъ  вообп^е 
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гдѣ  р  и  /  должны  быть  цѣлыя  положительный  числа,  а  г  и  количе- 
ства >1.  Изъ  этого  равенства  имѣемъ  ^-;>'=--»-р-.  Такъ  какъ-  <1  и 

І-<1;  то  .  I 

а  потому  можно  только  допустить  7.-/>'=1 ;  слѣдовательно  ;7--==р-1 
Ч-1-  откуда  І==1-І-  и. Такимъ  образомъ  мы  будемъ 
нмѣгаь  формулу 

(10)  ѵ--\=Р-^-^т^± 

I — 1 « 


по  которой  можно  изгнать  въ  данной  непрерывной  дроби  всѣ  знаки  ~. 
^Для  примѣра  Бозъмемъ  дробь 


.  1 
Х=А — 77"  1 

В+-  1 

^~  Е-^  и  пр. 


ГІоложивъ  сперва  въ  Формулѣ  (іо)/р=Л,  ^^^-^,,  и  пр, 

обратится  въ 


Е-\-  и  пр. 


Сдѣлавъ  потомъ  ^)=С,  „  ^ір., 


І^Б— 1+7.1 

С^1+^  1 
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наконецъ,  положивъ         — 1  и  іі=:Е,  имѣемъ 
Д — 1 


1+7;  1 


^—1. 

Въ  преобразованной  дроби  нѣкогаорыя  изъ  частныхъ  могушъ  быть=0; 
отъ  чего  дробь  сокращается;  гаакъ  на  пр.  дроби 

А^-    1  „    А-^  1 


1  -ь 


2  


І?-4-ИПр.  ^В^-ИПр. 

обращаются  въ  слѣдующія 

И-  —    1                    и  И —  1 

^+ипр.  1-^^— іч-  и  пр. 


или  въ  слѣдующія 

1+Б  и  пр.  "    "  '  2 


^—1  и  пр. 

По  Фортѵіулѣ  (іо)  можно  также  ввести  знакъ  —  въ  обыкновенную  не. 
прерывную  дробь;  это  бываетъ  выгодно,  когда  нѣкоторыя  изъ  част- 
ныхъ данной  непрерывной  дробив і.  Для  этого  Формулѣ  (10)  даютъ 
видъ 


1  1 

р-ѵ-       1  =0+1  -, 

1  +-  ^ 


е 


Приложивъ  ее  къ  дробямъ 

ѵ4+7    1  А+-  і 

/>+  и  пр.  1  н — 

и  пр., 

онЬ  обратятся  въ  слѣдующія 

^+І— -    1     „     уі+І—і  1 


33 
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Всякую  непрерывную  дробь,  въ  которой  послѣ  нѣкошорыхъ  частныхъ 
слѣдуюшъ  знаки  — ,  можно  превратить  въ  другую  непрерывную  дробь, 
въ  которой  знаки  —  будутъ  стоять  предъ  частными. 

На  пр.     дробь    А  —  ^  1 

^      ^  В  -4-_:     ^  сперва  измѣняется  ^ 

1)+  и  пр. 

.1  .1 


 ^^  1         ,  а  погаомъ  въ   -  ^ 

С—-  -С 


Ю-ь  и  пр.  '    ^+  и  пр. 

и  такъ  всякая  непрерывная  дробь  заключается  въ  общемъ  видѣ 

В+  и  пр., 

( 

гдѣ  частныа  А,  В,  С,  Ю,....  суть  цѣлыя  числа, или  положишельныя,  или 
отри  цагае  л  ьн  ы  я . 

§  129.  Всѣ  свойства  обыкновенныхъ  непрерывныхъ  дробей  легко  рас- 
пространяются и  на  дроби  съ  отрицательными  частными.  Вопбрвыхъ 
замѣгаимъ,  что  можно  ихъ  приложить  къ  вычисленію  корней. 

Въ  самомъ  дѣлѣ:  пусть  х  будетъ  искомый  корень;  шо,  найдя  два  по 
слѣдовательныя  цѣлыя  числа,  заключающая  ж,  беремъ  одно  изъ  нихъ 

которое  назовемъ  А,  и  полагаемъ  х-=-А-\--  ;  преобразованное  уравненіе  бу 

детъ  имѣть  дѣйствигаельный  корень,  котораго  числовое  значеніе  >1 
Найдя  В  одно  изъ  послѣдовательныхъ  цѣлыхъ  чиселъ,  заключаюп^ихъ  у 

полагаемъ  у=В-^—,  и  продолжаемъ  такимъ  образомъ  далѣе.   Тоже  самое 

можно  дѣлать  и  при  отдѣленіи  корней. 

Пусть  А,  В,  С,  7),....  будутъ  гастныл  положительныя  или  ошри - 
цательныя;  то,  сдѣлавъ 

(12)  ^.~^,в,   ^,=:^,с+^^,^,^^^^+^,,  , 

и  взявши  дроби 
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ійы  огакрывае.мъ  въ  нихъ  слѣдующія  свойства: 

1)  Вопервыхъ  находимъ 

откуда  видимъ,  что  Р^  и         Р^  и         Р^    и  не  имѣюшъ  об- 

щихъ  дѣлителей,  а  потому  всѣ  дроби  не  сократимы. 

2)  Числа  Р,,  Р^,  Рз,...^^,  ^2,  ^з^•••^  могутъ  быть  положительный: 
или  отрицательный.  Два  члена  каждой  изъ  дробей  (13)  будутъ  имѣть 
одинакіе  или  разные  знаки,  смотря  по  тому,  будетъ  ли  значеніе  а  по- 
ложительное или  отрицательное.  Числовыя  значенія  членовъ  Р^,  Р^^,... 
и  Рі»  ^2і  идутъ  возрастая. 

5)  Такъ  какъ  х=А+^ ,  г=  В г=С-+--,....,  то 

X  2  и 

Р^Г-і-і        Р^гл-Р^  Р,гі+Р^ 

Х- 


Вообще:  если  Р^—г-»        Рі+і  суть  три  послѣдовагаельные  члена  ряда 
а  три  послѣдовательные  члена  ряда  (і2),  шакъ,  что 

— ^        —    7л^~'  *^У™^         послѣдовательныя  подходящія  дроби;  то 

р,  ^,.,^р,,^^^{^1у,  р,^  ^г-Рг'^і^г-={^-^У'■^• 

Числовыя  значенія  количествъ  Р  н  ^■  возрастаютъ  съ возрасшаніемъ  і. 

Р 

Если  С  есть  полное  частное  послѣ  дроби  то 
(14)  ^^'-^Р- 


означивши  чрезъ  к  цѣлое  число,  непосредственно  большее  или  меньшее 
іу  имѣемъ 

'  р,.,=:р,к^р,,,,  ^,-,=^^м^,~г^ 
р. 

Посмотримъ  теперь,  какъ  близко  дробь       подходишъ  къ  х, 
с)  По  уравненію  (14)  находимъ 

33» 
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(15)     ^  ^^'і  Р^-^Рі^^^Р^і~^-Рі-^^і^  (-^У 

пѵсть  М  и  Мн-1  будушъ  два  цѣлыя  числа,  заключающія  1\  то 
Оіі-^9{-г  будешъ  заключаться  между  ОіМ-\-0._^  и  0^(/^і+і)+(?г— і ,  а  по- 
тому разность  (15)  будешъ  заключаться  между 

Такъ  какъ  можно  взять  к=М  илц  і^=ЛІ+1;  то  знаменатель  слѣдую- 
щей  подходящей  дроби  0^._^  ,  будетъ  или  0-М-\-0._^  или  . 
Означивъ  эти  два  числа  чрезъ  С^^+і  ^,;4-і>  разность  (15)  будегаъ  заклю- 
чаться между  — ^  ^       и      ^  ,       .  Но  числовыя  значенія  о, ■+ 1  и  о'..  , 

^  Р. 

больше  числоваго  значенія        а  потому  дрооь       будегаъ  разниться  огаь 

•-  * 

1 

X  менѣе,  нежели  — . 

ОІ 

Этихъ  разслютрѣній  достаточно,  чтобы  увѣриться,  чгао  сказанное 
въ  124,  125,  126  и  121  справедливо  для  непрерывныхъ  дробей,  имѣю- 
щихъ  отрицательныя  частныя.  Приложимъ  это  къ  слѣдующему  примѣру 

Примѣръ  IV*. 

Мы  нашли  по  способу  Штурма  (см.  §  99  прим.  1-й),  что  уравненіе 

имѣепіъ  два  дѣйствительныхъ  корня  между  1  и  2 :  одинъ  между  1  и  | , 
а  другой  между  |  и  2;  отъиш,емъ  послѣдній. 

Положивъ  —  У  находимъ  преобразованное  уравненіе 

Вставляя  вмѣсто  у  числа  1,  2,  3,  получаемь  результанты  -М,  — 1,  ч-1, 
а  потому  значеніе  у,  для  искохмаго   корня   заключается   между  1  и  2. 

Сдѣлавъ        1-н— ,  получимъ  второе  преобразованное  уравненіе 
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Вставка  чиселъ  1,  2,  3,... .  вліѣсгао  г  покаѵкеіпъ,  что  2<г<3;итакъ  иско- 
мый корень  заключаегаса  между  дробями 

14-1  і+-  1 

1 

Положивъ  2=24 — ,  имѣемъ  уравненіе 

— Ъы^ — 4гг — 1=о. 

Вставляя  въ  первую  его  часть  1,2,3,  4,  •••  вмЬсто  м,  наидемъ  4<  <5. 
Положивь  еще  и=.^л-^^  составимъ  четвертое  преобразованное  уравненіе 

і»_20^^  — 9^— 1  — о. 

Числа  20  и  21,  будз'чи  вставлены  вмѣсто  даіотъ  результаты  съ 
прошивными  знаками  слѣдовашёльно  20<'<21.  Посмотриліъ,  нельзя  ли 
здѣсь  начать  вычисленіе  §  124.  Для  найденныхъ  часшныхъ  1,1,2,  4,20 
подходящія  дроби  суть 

1  1  2  5  22  445 
"о'     Г'     Г'     З'     13'  263* 

Ъ  (п—і)0.__ 

Положивъ  вь  выраженіи  Я=  ~ — -  (см-  ур.  (з) 

Ь 

 =20,  0_і=3,  7г=3,  С^— 13,  имѣсмъ 

а  ^ 

6 

Л^20Ч— ; 
13 

и  шакъ  Л  заключается  между  20  и  21;  слѣдовательно  первое  условіе  §  126 
удовлетворено,  -и  Д;=20.  Чтобы  узнать,  будетъ  ли  удовлетворено  второе 

условіе,    полагаемъ  /=204-—,  преобразованное  уравненіе  будетъ 

18ІРР='—391(<^''— 40(^(^—1=0; 
оно  имѣегаъ  одинъ  дѣйствительный  корень  между  2  и  3,  а  потому  вто- 
рое усдовіе  §  126  также  удовлетворено.  И  шакъ,  сдѣлавъ  (;р=24~^,  можно 

V 

найши  по  Формуламъ  (9)  одно  изъ  цѣлыхъ  чиселъ,  заключающихъ  ѵ. 

912 

Послѣдняя  подходящая  дробь  есть   ;  вставивши  ее  въ  /{ос)  и  I \сс) 

539 

вмѣсгао  X,  находимъ  : 
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•^І539~  539'  ""539* 

/'[  9  і  2^_3.912'— 1.539'__461585 
І539/~"  539*  539=  ' 


и  потому 


V   І96  I  539  105644 


и  предѣлы  (9)  будугаъ 


13161       ,      ,  13161 
ч-  і  и  4 


105644  105644 

Цѣлое  число,  ближайшее  къ  Л,  га.  е.  искомое  частное  есть  4,  и  подхо- 

дяш,ая  дробь,  ему  соошвѣгаствуюш,ая,  есть  Чтобы    узнать  (  см. 

§  12Т)  будетъ  ли  4  больше  или  меньше  точнаго  значенія  ѵ,  вставляемъ 
эту  дробь  въ  /^(х)  вмѣсшо  л,  и  находимъ 

у  /4093^__(4093)"— 7.4093. 2419^4-1. 2419^  _  549 
\2419)"~"  (2419)^  "(2419)*' 

^Сб12\  -.(4093^ 

гаакъ  какъ/    и  /   1  съ  одинакими  знаками,  то  4>г;. 

1,539;  \2419У 

1 

Положимъ  еще  'і;=4н — ,  и  отъищемъ  одно  изъ  послѣдовательныхъ  цѣ- 

лыхъ  чиселъ,  заключаюш,ихъ  .ѵ;  мы  впередъ  знаемъ,  чшо  оно  отрицатель- 

4093      ^  /-ѵ  . 

ное.  Внеся  ■  вмѣсгао  х  ъъ  /  (х),  получаемъ 

2416 


^/4093)_5.4093'--7.2419  \ 


9297620 


,2419^  2419*  2419' 

послѣ  того  находимъ 


—9297620          \    1  297314 
■539'  =— -7- 


549  ;2419  1328031 

слѣдовашелько  искомое  частное  есть  — 7.  И  шакъ  мы  шіѣемъ  дробь 


263 


1  —28019 

X      9  ^  і  , 

"     20+-  1 

2  +  -  1 
4-4— 

которая     разнится    ошъ     точнаго     значенія    корня     менѣе  нежели 

1    і 

24і9*~~485156і' 
щую 


Она  можетъ  быть  преобразована,  по  §  128,  въ  слѣдую- 


1 

1+7  1 
1+-  1 

2+-      1  , 
20+—  1 

2+-  1 
3  +  -  1 
1+-. 
6 

Отсюда  видимъ  выгоду  нашего  вычисленія  и  пользу  непрерывныхъ 
дробей  съ  отрицательными  частными  :  здѣсь  отрицатальное  частное 
— -  1  замѣняетъ  два  положительныя  частныя:  1  и  6. 

Лагранжь  и  ЛежанЪрь  сдѣлали  еш,е  нѣкоторыя  облегченія  въ  разло- 
женіи  корней  въ  непрерывныя  дроби.  Но  я  обь  нихъ  умалчиваю  ;  по- 
тому что  они  всегда  могутъ  быть  съ  выгодою  замѣнены  Нютоно- 
выліъ  способомъ  вычисленія  корней. 

Нютоновь  способь  въпгісленіл  корней ,  исправленный  фуръе. 

§  130.  Пусть  а  п  Ъ  заключаютъ  одинъ  только  дѣйствительный  ко- 
рень даннаго  уравненія,  и  разность  Ъ — а  количество  довольно  малое,  на 

пр.  Принявъ  а+А  за  точное  значеніе  корня,  вносимъ  его  въ,  мѣсгао 

X  въ  данное  уравненіе  У^(^)=о;  отъ  того^имѣемъ 

^       ^        ^  ^  ^     2     ^  ^       1.2. .(т—1)  ^  ^    1.1. .т     ^  ^ 

Пренебрегая,  по  малости  Л,  степенями  Л^,  Л^,....  мы  будемъ  имѣіпь 
для  опредѣленія  Ь  уравненіе  первой  степени 

откуда 


придавши  это  къ  а,  количество 


а- 


будешь  новое  приближенное  значеніе  корня.  Положивъ  х-=^а-\-Н ^  будемъ 
имѣпіь  приближенно 

п  а  —  рг— =а  оудетъ  третье  приолиженное  значеніе  корня.  Продолжая 

^  [а) 

такимъ  образоімъ  далѣе,  мы  получимъ  рядъ  количествъ:  а,  а',а",..,  болѣе  и 
болѣе  приближающихся  къ  точному  значенію  корня,  То,  что  мы  дѣлали 
для  йг,  можно  сдѣлать  и  для  Ь,  Эшотъ  способъ  приближеннаго  вычисленія 
корней  называется  линейныліъ^  и  огакрыгаъ  Нютоноліъ,  Въ  томъ  видѣ, 
какъ  онъ  вышелъ  изъ  рукъ  знаменйтаго  Геометра,  онъ  имѣлъ  недостат- 
ки, по  которымъ  былъ  неисполнимъ  ,  и  оставался  въ  такомъ  состоя- 
ніп  до  Фурье,  который  наконецъ  его  исправилъ  совершенно  и  сообщилъ 
ему  чрезвычайную  простоту. 

§  131.  Этотъ  способъ  приближеннаго  вычисленія  корней  требуешъ  , 
чтобы  были  удовлетворены  слѣдующія  условія: 

1)  Первое  условіе  соспюнтъ  въ  шомъ,  чтобы  имѣть  первое  приближенное 
значеніе  искомаго  корня:  для  этого  можно  взять  одинъ  изъ  предѣловъ 
а  ѵі  Ь,  заключающихъ  искомый  корень. 

2)  Предѣлы  я  и  5  могутъ  быть  недовольно  близки,  чтобы  начать 
приближеніе.  Въ  такомъ  случаѣ  стѣснпюгаъ  эти  предѣлы,  выбирая  числа 
средніа  между  а  и  5,  даюид,ія  для  /(д^)  результаты  съ  противными 
знаками. 

Ъ)  Какъ  бы  ни  были  близки  между  собою  предѣлы  а  и  Ь,  только  къ 
одному  изъ  нихъ  можно  прилагать  Нютоиовь  способъ,  а  потому  нужно 
имѣть  признаки  для  огаличія  этого  предѣла. 

4)  Главный  недостатокь  ДѴотояоба  способа  состоишь  въ  томъ,  что 
послѣдовательныя  приближенныя  значсніяі  а, а', а",...  или  всѣ  больше,  или 
всѣ  меньше  точнаго  значенія  корня,  а  потому  мы  не  знаеліъ,  сколько 
цыфръ  приближеннаго  значенія  корня  принадлежишь  самому  корню.  Хо- 
тя можно  этого  достигнуть,  опредѣливъ  другое  приближенное  значеніе, 
измѣняя  первое  до  гаѣхъ  поръ,  какъ,  по  всшавкѣ  его  вмѣсшо  х  въ 
мы  получимъ  резульшагаъ  съ  противнымь  знакомь  ;  но  это  шребуешъ 
большихъ  вычисленій  и  замедляегаъ  быстроту  приближения. 
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Фурье  даетъ  удобный  способъ  вычислять  другія  приближенныя  значенін: 
6,Ь',Ь",.,.,  которыя  всѣ  больше  искомаго  корня,  когда  предъидущія  а,а\а' 
меньше,  и  кошорыя  меньше  искомаго  корня,  когда  а,а,а",..»  больше; 
цыфры  общія  двумъ  соошвѣгасшвеннымъ  предѣламъ  принадлежатъ  точ- 
ному значенію  корня.  Мы  увидимъ,  что  число  ихъ  увеличивается 
весьма  быстро,  а  именно:  числами,  пропорціональными  членамъ  прогре- 
ссіи  2,1,8,16,... 

Л)  Наконецъ,  должно  шакь  расположить  вычисленіе,  чтобы  не  было 
лишнихъ  дѣйсшвій. 

Посмотримъ  какъ  удовлетворяются  эти  требованія. 

§  132.  Пусть  предѣлы  а  и  і  заключают,  одинъ  только  дѣйствитель- 
ныи  корень  даннаго  уравненія  и  не  ошкрываютъ  мнимыхъ  корней,  ш.  е. 
будучи  вставлены  вмѣсто  х  въ  рядъ  фѵнкцій 

даютъ  два  ряда  знаковъ  [а]  и  [й],  для  которыхъ  послѣдній  указатель  есть  1. 
Въ  §  114  было  доказано  ,  что,  стѣсняя  предѣлы  а  и  Ь,  можно  всегда 
дойти  дотакихъ,  для  которыхъ  указатель  подъ  У^' будетъ  0.  Положимъ, 
что  а  и  Ъ  имЬютъ  это  свойство;  тогда  указатель  подъ  /"{.х)  будешъ 
или  О  или  1,  но  не  больше  (см.  §  113),  Если  онъ—1,  то  /"(л^)  имѣетъ 
одинъ  дѣйсшвительный  корень  імел«ду  я  и  й,  который  может ь  быть,  или  ра- 
венъ  или  неравенъ  искомому  корню  Въ  первомъ  изь  эшихъ  случаевъ 

У^{х)  иУ'"(^х)  имѣютъ  общаго  дѣлишеля,  котораго  назовемъ  ф(<г');  ошъ- 
искавши  его  ,  данное  уравненіе  должно  замѣнить  уравненіемъ  ф(^х^—о; 
потому  что  послѣднее  гораздо  проще.  Если  же  корни  тлУ'^х),  заклю- 

ченные между  предѣлами  а  п  д,  не  равны  между  собою  ;  то  стѣсняя 
предѣлы  а  и  Ь  шакь,  чтобы  между  ними  всегда  заключался  корень У^(^г), 
мы  дойдемъ  до  шакихъ,    для   которыхъ  указатель  подъ  У^"  будетъ  0. 

Когда  предѣлы  а  и  5,  заключаюп^іе  одинъ  только  Действительный 
корень  /(л^),  найдены  по  Штурмову  способу;  тогда  указатель  по^ъ  ^' 
въ  рядахъ 

[а]  /'"(а),/—»,.,. /'(а), /(а) 

[Ь]  •  /-(^),/  — Ч^),. 

можегаъ  быть  больше  единицы  (онъ  всегда  нечетный);  тогда  всѣ  корни, 
назначаемые  этимъ  указателемъ, исключая  одного ,  мнимые,  Стѣсняя 
предѣлы  а  н  Ь,  мы  всегда  дойдемъ  до  щакихъ  ,  для  которыхъ  указа- 
тель подъ  у  будетъ  1;  продолжая  стѣсненіе  предѣловъ,  мы  наконецъ 
дойдемъ  до  такихъ,  для  которыхъ  указатели  подъУ^'  и  У^"  равны  нулю* 
ш,   е.  которые    не  ошкрываютъ  вь  /'(л:"}   и  ни  одного  корня. 
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И  такъ  мы  имѣвімъ  право  положишь,  что  для  предѣловъ  аиЪ,  послѣдніе 
три  указателя  суть  001 ;  тогда  знаки  трехъ  Функцій  /"(л;),  /'(х), 
/{х)  въ  рядахъ  [а]  и  [о]  имѣютъ  одно  изъ  слѣдующихъ  положеній: 


"11 


или  ^ 

ыА"]   _  -  _  + 

 _    _    ^  ^ 

или  ^ 

лН  .....  ч-     _  + 

 -ь      -  + 

или  наконецъ  ( 

м  н-  - 

Щ   _      -ь  - 

§  133.  Означимъ  чрезъ  а  искомый  корень,  заключенный  между  предѣ- 
лами  а  VI  Ъ,  и  положимъ  а—Ь — Л,  шо 

или 

(5)  /{Ь—Іг)^/{Ьу^к/ХЪ-фІі)=о, 

гдѣ  ф  >о  и  <1;  такъ,  что  [а—Ь — Л)  <Ь — <рк<Ь.  Изъ  уравненія  (б)  на- 
ходимъ 

слѣдовательно  ^ 

Въ  случаѣ  /"(^г)  сохраняетъ  знакъ  4-  для  всі.хъ  значеній  начи- 

ная отъ  а  до  5,  а  потому  ^'{х)  возрасшаетъ  съ  возрастаніемъ  х  меж- 
ду эт^іми  предѣлами,  и  какъ  она  сохраняетъ  зеакъ  н-,  то,  при  Х^Ь, 
она  имѣетъ  наибольшее  числовое  значеніе;  слѣдовательно 
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ошъ  чего 


больше  точнаго  значенія  корня  а.  Въ  случаѣ  (2),  /"{:)с)  и  /'{х)  ошрііца- 
тельныя  для  всякаго  значенія  начиная  огаъ  а  до  5,  а  потому  '(.з;) 
уменьшается,  и  числовое  ея  значеніе  при        5  будешъ  наибольшее;  и  такъ 

отъ  чего  о=.о —  — -  опять  больше  точнаго   значенія  искомаго  корня. 

Такимъ  образомъ  въ  двухъ  случаяхъ  Г  і)  и  (2)  помощію  высшаго  пре- 
дѣла  Ь,    мы  находимъ  другой  высшій    предѣлъ  который  ближе  къ 

точному  значенію  искомаго  корня,  нежели  предъидущій. 

Въ  случаѣ  (з)  І\х)  отрицательная,  и  возрасшаешъ  съ  возрастаніемъ 
X  ошъ  а  до  Ъ\  потому  что  (х)  остается  положительною.  Слѣдова- 
шельно  числовое  значеніе  /\х)  при   х~Ъ  будегаъ  наименьшее,  а  потому 

'        _Лз)<-/'(.-фЛ),  ^)>-  -^(^) 


и  о —  меньше  точнаго  значенія  искомаго  корня, 

/'{Ь) 

Наконецъ  въ  случаѣ  (4),  /\х),  съ  возрастаніемъ  х  отъ  а  до  Ъ,  пребы- 
ваешъ  положительною,  и  уменьшается,  потому  что  /"  (х)  отрицатель- 
ная, а  потому 

отъ  чего  о — /'{^(і^  опять  меньше  точнаго  значенія  искомаго  корнм. 

И  такъ  въ  послѣднихъ  двухъ  случаяхъ,  помощію  высшаго  прсдѣла  Ь 

мы  находимъ  низшій  предЬлъ  Ъ —  у,|^|;  но  мы  незнаемъ,  будетъ  ли  онъ 

ближе  къ  точному  значенію  корня,  нежели  предъидущій  а. 

Такъ  какъ  въ  случаяхъ  (З)  и  (4)  числовое  значеніе     («}  больше  число- 

ваго  значенія  /  ( 6— фл  ) ;   то  -т^тт-:  <  -тггт — 'ТТ^ »  " 


д 
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(в)  ^^^-ІЩ 

/\а) 

больше  а,  и  ближе  къ  нему,  нежели  Ъ, 

Такимъ  же  образомъ  можно  употребить  и  низшій  предѣлъ  а  для 
приближенія  къ  а.  Пусть  а=а+к,  ш.  е.  /(а+к)=о  или 

(9)  /{а)+7!./'{а+Ѳк)=о, 
гдѣ  а>а-\-дк<а ;  отсюда  находимъ 

/(«) 


/'{а+вЩ 


I       /(а)  \ 


Во  всѣхъ  четырехъ  случаяхъ :         (2),  (з),  (4)  имѣегаъ  противный 

знакъ  съ  /'{рс)  для  х,  начиная   отъ  а  до  а-\-к^  а  какъ   а-\-дк<а-\-Ті ,  то 

/'{а-\-Ѳк)  и  /{а)  имѣютъ  также    противные  знаки.   Въ  первыхъ  двухъ 

случаяхъ  числовое  значеніе  У^'(а-і-Ѳк)  меньше  числоваго  значенія  /  {Ь),  а 

/(а)  /  {а) 

потому  —  -уг-  — -  >  7Г-Т-.  и 

/'{а+Ѳк)  /'(5) 

меньше  точнаго  значенія  искомаго  корня,  и  ближе  къ  нему,  иелсели  а. 

Для   случаевъ   (з)  и  (4)  числовое   значеніе  /'{а-^-дк)  больше  числоваго 

Г  (а)  /(а)  /(а)  ^ 

значенія  /'(о);  отъ  шого  у-  <  —  >-7То    и  ^  —  у^ттг  больше  точ- 

наго  значенія  корня;  но  мы  не  знаемь,  будешъ  ли  оно  ближе  къ  а,  не- 
жели   5,  Такь    какъ   числовое   значеніе     (а)  больше  числоваго  значенія 

/  (а+д^);  то  —  — -  >  —  а  потому 

^  /  (а+Ѳк)  /'(а) 


(И) 


/'С 


меньше  а. 

И  такъ  въ  первыхъ  двухъ  случаяхъ,  отъ  предѣловъ  а  и  Ъ  мы  перехо- 
днмъ  къ  двумь  другимъ  (10)  и  (1),  болѣе  близкимъ  къ  а,  нежели  предъиду 
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щіе  а  и  Ъ.  Въ  прочихъ  двухъ  случаяхъ  эти  предѣлы  будугаъ  (ц)  и  (в). 

Новый  предѣлъ ,  въ  составъ  кошораго  входить  только  одинъ  изь 
предѣловъ  а  и  фурье  называетъ  внтъшниліъ  ,  а  другой,  въ  который 
входягаъ  оба  предѣла  а  п  5,  енутреннижъ, 

Въ  случаяхъ  (і)  и  (2)  внтьшній  предѣлъ  есть  Ь'=.Ь — "Сттт^ 
 (3).(4)   .  .а■=а^-^^^^■ 


/\а)1 

Замѣтимъ,  что  въ  внѣшній  предЬлъ  входитъ  тотъ  изъ  предѣловъ  а  и  6, 
для  кошораго      "  (л^)  иУ^(л')  нмѣютъ  одинакіе  знаки. 
Мы  нашли  еш,е  другіе  предѣлы  : 

•■'^^  - «  ^-Агу-'-гщ' 

но  мы  не  знаемъ,  будушъ  ли  они  ближе  къ  л:,  нежели  предъидущіе  а  п  Ь, 
а  потому  мы  не  можемъ  ихъ  употребишь  для  дальньйшаго  приближенія. 

§  13-^.  Раскроемъ  теперь  законъ  уменьшенія  разности  предѣловъ. 

Пусть  г  будешь  разность  предѣловъ  а  и  а  г  разность  предѣловъ 
а  и  Ь .  Для  случаевъ  (і)  и  (2)  предѣлы  а  и  5'  будушъ  (іО)  и  (^);  вне- 
ся въ  нихъ  Ъ — і  вмѣсшо  а,  имѣемъ: 


а'=-Ь- 


/{Ъ-і) 


/(6-і)=  /[Ь)-г  І'{Ьу.'-І\Ь-фі), 
гдѣ  Ъ—<рі  есть  количество  >а  и  <5;  поэтому 

а'=:5— г—  
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т.  е. 


Въ  случаяхъ  (з)  н  (4)  предѣлы  а  и  6'  будуіпъ  (іі)  и  (з),  или,  по 
вставкѣ  въ  ннхъ  а+і  вмЬсгао  Ь, 

/(а)+г. /'(«)+|-/"(а+(рѴ) 

/(«)  /(4 

п       ■  ,  /  (а) 


а  поіііоѵіу 


/  [а]  /'(а) 


(13) 


,__г*  /"{а+ф'і) 


2'    /'(а)  • 

Вь  выраженіяхъ  (12)  (із)  количества  / "(^—ф/)  и /"(а-ьф'г)  не  извЬсгауы; 
гпо  посшараемсл  ихъ  замѣнигаь  другими. 

Предѣлы  а  и  Ь,  по  положенію,  шакъ  близки  ,  чгао  /'(а:)  и /"[х)  не 
ішѣютпъ  въ  ихъ  про.межуткѣ  ни  дѣйствигаельныхъ  ни  мнимыхъ  корней. 
Положийіъ   теперь,  что  это  справедливо  и  для  такъ,  что  указа- 

тели трехъ  Функцш  соотвѣтственно  суть 

0001.  Этого   мы  всегда  достигнемъ,  стѣсняя  предѣлы  а  п  5,  если 
и       (лг)  не  имѣіотъ  обил,аго  дѣлителя;   въ  противномъ   случаѣ  ,  должно 
поступать  такъ  же,  какъ  и  въ  §  132. 

Когда  это  условіе  имѣетъ  мѣсшо;  тогда  /'"[рс)  сохраняепГъ  свой  знакъ 
для  всѣхь  значеній  х  среднихь  между  а  и  а  пошоліу  1"{х)  или  не- 
прерывно  возрастаетъ  или  непрерывно  уменьшается,  сь  возрасгааніемъ  Д7, 
начинай  отъ  а  до  Ъ;  слѣдоватсльно  одинъ  изъ  результашовъ  /"{а)^ 
/"{7})  будетъ  больше  ѵі /"{Ь — фі),  а  другой  меньше.  Означивши 

наибольшее  изъ  колпчествъ  /  (о)  и  .1  "{Ь)  чрсзъ /"(5),  а  наименьшее  изъ 
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количесшвъ  /  («)  и  /\Ь)  чрезъ  имѣемъ 

Г{В)       Г{Ъ^фі)         /"{В)  /"(а+ф'і) 

поэтому 

И 

1'-2-    /'(а)  і<'-2/'(^)- 

И  такъ  разность  новыхъ  предѣловъ  во  всякомъ  случаѣ  меньше  количе- 
ства 

Отъ  предѣловъ  а  и  Ь  мы  переходимъ  къ  шрегаьимъ  предѣламъ  а  ' и  Ь\ 
которыхъ  разность  г"  по  предьидущему  будетъ  меньш^е 

гдѣУ^''(і5  )  означаетъ  наибольшій  изъ  рсзультатовъ  (« )  и  /'\Ь'),  а 
І'{А')  наименьшій  изъ  резульшатовъ  У^(а')  п /'(Ъ).  Но /"{В)  '^/  '(В')  и 
/'(А)  </'{А')-  то 


.......  Пв) 

г  /"(В) 

Вставивъ  сюда  —  •  — уг-—-  вліѣсшо  г  ,  имѣем  ь 
2    I  I '{В) 

Поступивъ  съ  предѣлами  а'  и  Ъ' \  кі^къ  съ  прсдьидуш,ими,  найдемъ  ч»зш- 
вертые  предѣлы  а '  и  5  ,  когаорыхъ  разность  і'"  будетъ  меньше 
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Продолжая  шакимъ  образомъдалѣе,  находимъ  рядъ  предѣловъ  искомаго  корня: 
(14) 


а,    а ,    а  ,    а  ,  а 

Ъ,  ^  Ъ\    Ъ'\    Ь'",  6' 


.     /-(Д)    .ЛА^)Ѵ  .,(^\в)у  .,,і/"іВ)ѵ^ 

Когда  извѣстны  только   низшіе  предѣлы  а,  а,  а",  а",  ;  тогда  для 

высшихъ  мы  Бозьмемь 

[2/(А)І              І2/'(^)і'  [2Г{А))' 
а  когда  извѣсганы  высшіе  д,  Ъ\  Ь" ,  ;  то  для  низшихъ  возьмемъ 


ГІослютримъ  теперь ,  какъ  расположить  вычисленіе  ,  чтобы  не  было 
лишней  работы. 

§  135.  Здѣсь  часто  встрѣчается  дѣленіе  огромныхъ  чиселъ,  что  бы- 
ло бы  довольно  продолжительно  по  обыкновенному  способу ,  и  потому 
фурье  обратилъ  на  это  вниманіе,  и  далъ  другой  способъ  дѣленія,  кото- 
рый онъ  назвалъ  сііѵшоп  ог<1оппее\  мы  станемъ  его  называть  сокращен' 
ныліъ  дгълеіііс.игі. 

Иошь  въ  чемъ  оно  состоишь  : 

»І1одчеркнувъ  съ  лѣвой  руки  къ  правой  нѣсколько  цыФръ,  назовемъ  число, 
)>выраженное  эшигш  цыФрамп,  пбЬгерппутыліь  Ъгълигпелеліуа  {фурье  его 
называетъ  сііѵівеиг  йвзіріе).  »Эшимъ  д^Ьлителемъ  дѣлимъ  дѣлимое,  съ  тою 
^только  разницею,  что,  снеся  къ  остатку,  произшедшему  отъ  перваго 
)ѵчасшнаго  дѣленія  следующую  цыфру,  новое  шстное  Ъгьлилюе  поправля- 
»емь,  вычитая  изъ  него  нѣкоторое  число^  осташокъ  назовемъ  поправлен- 
))чыяіь  гаспшы.иъ  діьлиліымъ,  и  смотримъ,  сколько  разъ  въ  немъ  можетъ 
»содержашься  подчеркнутый  дѣлпшель:  это  число  разъ  будетъ  следующая 
»>дыфра  часшнаго;  ею  умножаюгаъ  подчеркнушаго  дЬлигаеля  ,  и  произве- 
5>деніе  вычишаюгаъ  изъ  поправленнаго  часшнаго  дѣл имаго;  къ  остатку 
»сносятъ  слѣдующуіо  цыФру  даннаго  дѣлимаго,  и  продолжаютъ  по  предъ- 
»идущему. 

»Поправка  часшнаго  дѣлимаго  производится  слѣдующимъ  образомъ  : 
))іізавшн  т  найденныхъ  уже  цыФръ  часшнаго,  пишушъ  ихъ  въ  обраганомъ 
»порлдкѣ;  пошомъ  сшавлшъ  іюдъ  ними  гп  цыФръ  ,  слѣдуюш,ихъ  послѣ 
)^подчеркнушаго  дѣлителя,  и  помножаюшъ  соотвѣтсгавенно  каждую  верх- 
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^ніою  цыФру  на  нижнюю;  огігь  того  получаемг  т  произведеній,  кото* 
)>рыхъ  сумма  будетъ  искомая  поправка. 

^Прежде  нежели  сгаанемъ  сносить  новую  цыФру  къ  остатку,  полу- 
2>ченному  огаъ  какого-либо  частнаго  дѣленія  ,  мы  должны  смотрѣшь  ^ 
)>'удеть  ли  этотъ  осшашокъ  болѣе  или  по  крайней  мѣрѣ  равенъ  суммѣ 
^иайденныхъ  цыфръ  частнаго.  Если  это  условіе  удовлетворено  ,  шо  это 
^признакъ,  что  послѣдняя  цыФра  найденна го  частнаго  есть  истинная;  въ 
>арошивномъ  случаѣ  она  остается  въ  неизвѣстности  и  ато  признакъ,  что 
>\іы  мало  взяли  цыФръ  для  подчеркнутаго  дѣлителя.  Въ  послѣднемъ  слу 
І^чаѣ  продолжаемъ  употребленіе  предъидущаго  правила  :  сносимъ  къ  остат- 
»ку  слѣдуюшую  цыФру  дѣлимаго,  и  пронзводимъ  надлежащую  поправку. 
^Если  эта  поправка  не  возможна;  шо  заключаемь,  что  послѣдняя  цыФра 
»найденнаго  частнаго  слишкомъ  велика:  ее  должно  убавить  единицею.  Но 
»если  поправка^  возможна;  то  совершивъ  ее,  сносимъ  кь  остатку  новую 
»цыФру  дѣлимаго;  опіъ  того  получимъ  новое  частное  дѣлимое;  потомъ 
^прибавлясмъ  одну  цыФру  къ  дѣлителю,  и  буделіъ  имѣгаь  новый  под- 
^черкнутый  дѣлишель.  Послѣ  того,  по  изложенному  правилу,  дѣлаемъ 
)>поправку,  соотвѣтствующую  новому  дѣлителю,т.  е,  полученныя  уже  цыф* 
»ры  частнаго  сравниваемъ  со  столькими  же  цыфрами,  слѣдующими  послѣ 
»новаго  подчеркнутаго  дѣлителя.  Сдѣлавши  эту  поправку,  получаемъ 
»новое  поправленное  дѣлимое,  съ  которымъ  поступаемъ  по  предъ- 
^идущему,  пользуясь  новымъ  подчеркнутымъ  дѣлителемъ.  Можно  также 
»воротиться  къ  прежнему  дѣлителю.  Вообще,  можно  въ  продолженіе  дѣй- 
»ствія  убавлять  и  прибавлять  число  цыФръ  подчеркнутаго  дѣлигаеля,  съ 
»тѣмъ,  чтобы  въ  то  же  время  увеличить  или  уменьшишь  число  поправокъ.« 
На  это  правило  Г-нъ  /дробишь  (*)  далъ  слѣдующее  доказательство: 
Пусть  дано  перемножить  два  числа  десятичной  системы 

й.10^ч-^.10'-4-с.10'+с?.10+е,  а.Ю'-ь/З.Ю'-'-ь^.Ю-ь^; 

произведеніе  ихъ  будешъ 

(15)  йа.10'-ь5а.10''-+-са.10'-Ьс/а.10^ч-еа10' 

(16)  -^^7^3.10*'+^і3.10'-^^і3.10''^-+-«[310'-♦-с^3.10* 

(П)  -і-ау  ІО^-^Іу.іО^^-^су.ІО^-^сІу  ІО^^-і-еу  ІО 

(18)  -4-а§.10''+35.10'+с5  Ю'-Ьй^^.Ю+е^, 
которое  изобразимъ  чрезъ 

(19)  ^.ІОЧ-^.ІО^ч-С.ІО^-ьЛ.ІО^-Ь-^.ІО^ч-^.ІО^Ч-С.ІО+Я. 


(*)  ОгипсІ2и§е  (Іег  ЬеЬге  ѵоп  сіеп  ЬбЬегеп  тітегівсЬеп  (І1еіс1шп§еп.  Ѵоп  М.  \Ѵ. 
ВгоЬізсЬ.  Ъеіргі§, 
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Раздѣиизіъ  теперь  это  ггроизведеніе  иа  одинь  изь  ею  производителен  , 
на  пр.  на 

а.10*+^.10'+с.10'+^.іО-і-<?. 

Возьмемъ  для  ііодчеркнушаго  дѣлителя  нѣсколько  первыхъ  членовъ,  на 
пр.  два,  «.іО'ч-й.10*.  ЦыФры  дѣлимаго  -^ІОч-В  содержатъ  сумму  ааіО 
-^-Ва+а^  и  цыФры  6-го  порядка  отъ  членовъ  5-го  порядка  въ  частныхъ 
произведеніахъ  (15),  (іб)  и  (п).  Вычтя  изь  у^ІО+^  произведсніе  (лг.10+^)і«, 
осгаатокъ  Л. 10*'  долженъ -^ыть  неменьте  са  10*,  га.  е.  НіО^—салО^ 
или  ЕіО^са.  А  какъ /<:<10  ,  то  послѣднее  условіе  будегаъ  удовлетворено 
когда  10=10. а  или  И^а.  И  такъ  если  первый  остатокъ  больше  или 
равенъ  полугенной  цыфртъ  гасіплаго;  то  ліы  увгърены,  гто  эта  цыфра  есть 
истинная,  Остагаокъ  Л  съ  слѣдующею  цыфрою  дѣлимаго,  га.  е.  1) /І10+С 
содержитъ  сузіму  с]3. 10+^іЗ-ч-са+ау  и  цыФры  5-го  порядка,  происходящіл 
опхъ  суммы  членовъ  4-го  порядка.  Вычгая  изъ  Т)^  произведеніе  са  (по- 
правка), ©1 — га( поправленное  частное  дѣлимое)  будетъ  содержать  «/3.10 
-\-Ъ^л-ау\  раздѣливши  его  на  «10+5,  вычигааемъ  изъ  него  произведеніе 
подгеркпутаео  дѣлителя  на  новую  цыфру  часпшаго.  Если  эта  цыфра 
есть  ^3,  то  остагаокъ -К'=Л^ — са — («10+^}/3  будетъ  сумма:  съ  цыФра- 
ми  5-го  порядка,    произшедшими   отъ  членовъ    4-го  порядка,    а  потому 

ЛЮ*^    должно   быть    неменьше    {(Іа+с^)Л0'^  ,    или  Л'Ю^с^а+с/З  (а): 

это  условіс  будетъ  удовлетворено  ,  когда  Л'^а^-^3  ,  т.  е.  когда  новый, 
остатокъ  будетъ  больше  или  равенъ  сумлігь  найденныхъ  цыфръ  гастнаеи. 
Если  же  Л'<а+/3;  то  это  еще  не  есть  признакъ,  что  вторая  цыФра 
частнаго  не  есть  истинная  :  условіе  (а)  можегаъ  быть  удовлетворено. 
Снеся  къ  Л'  новую  цыіру  дѣлимаго  имѣемъ  Л'іО+2):  это  количество 
но  условію  («)  необходимо  должно  быть  больше  второй  поправки  сІа+с]3. 
Слѣдовагаельно,  если  Л'іО+І)<й?а+с]3-,  гао  вторая  цыФра  частнаго  не  есть 
истинная  ;  тогда  ее  уменьшаюгаъ  единицею  и  производя тъ  новую  по- 
правку. Если  же  Л'іО+І)>^ач-с;/3  ;  гао  вторая  цыФра  есть  истинная; 
совершивъ  поправку  ,  съ  новымъ  часганымъ  дѣлимымъ  О^—К  іО+О 
—  (с?а-»-с]3)  поступаемъ  по  предъндущему ,  или  ,  сносимъ  къ  нему 
новую  цыФру  -С,  и  і)^10-ь^  дѣлимъ  на  «10 -ь^Ю+с  ,  прилагая  сюда 
предъидуш,ія  сужденія.  Этого  достаточно  для  поясненія  изложеннаго 
правила. 

§  136.  Сокращенное  дѣленіе  имѣегаъ  большія  выгоды  предъ  обыкновен» 
нымъ  дЬленіемъ  :  въ  немъ  гаолько  тѣ  цыФры  дѣлигаеля  вводятся  въ  вы- 
численіе  ,  когаорыя  имѣютъ  вліяніе  на  частное.  Слѣдующіе  примѣры 
покажутъ  достоинство  этого  дѣленія. 
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Пршіѣрб  I. 


939599285 
88 


44123    подчеркнушыя  цыФры  принимаются  за  дѣлитель. 


21295 


59  (5>2,  цыФра  2  годится) 
2  —  2Л  (первая  поправка) 


57  (2-е  частное  поправленное  дѣлимое) 

44 


135    (13>2+1,  цыФра  1  годите;^) 
5=1.  ІЧ-2.2(2-я  поправка) 


130  (3-е  поправленное  частное  дѣлимое) 
88 

429  (42>2+И-2,  цыФра  2  годится) 
10  =2.1+1.2+2.3(3-я  поправка) 

419  (4-е  поправленное  частное  дѣлимое) 
396 


239  (23>2+1+2-1-9,  ЦЫФра  9  годится) 
16  =  9.14-2.2+1.3+2.0  (4-я  поправка). 

223(5-е  поправленное  частное  дѣлимое) 
220 

32  (3<2+1+2+9,  признакъ,  что  въ  дѣлителѣ  мало  подчеркнуптыхъ 
цыФръ.  Такъ  какъ  поправка  5.1+9.2+2.3=29  меньше  32;  шо  цыФра  5 
есть  истинная. 

32  ^ 

29  5-я  поправка) 

38 [441 23  новый  подчеркнутый  дѣлигаель  есть  441. 

37  =5.2+9.3  (  поправка,  соотвѣгаствующая  новому  дЬлищелю) 


15 

О  =  441.0 


15<2+1+2+9+5+0) 

15=0.2+5.3  (вторая  поправка,  соотвѣтсшв.  нов.  дЬлшп.) 


35« 
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123456189813641|234561898Т65 
1П0  [52631589 

645  (64<5,  цыфра  5  годится) 
25=.5.5 


620  .  .  .  2-е  часган.  гіопр.  дЬлим. 
468 


2526  (і52>5н-2,  цыфра  2  годится) 
40  =  5.6+2.5 

1486  ...  3-е  часшн.  поир.  дЬліш. 
1404 

827  (82>5+2+6,  цыФра  6  годится) 
11  =5.1-4-2.6+6,5 


150  .  .  .  4-е  попр.  части,  дѣлилі. 
102 


488  С48>5+2+6+3,  цыФра  3  годится) 
105  =  5.8+2.1+6.6+3.5 

383  .  .  .  5-е  попр.  часган,  дѣлим, 

234 

1499  (і49>5+2+6+3+1,  цыФра  1  годится) 
126  —  5.9+2.8+6.1+3.6+1.5 


1313  ...  6-е  части,  попр.  дѣлим. 
1110 

2038  (203> 5+2+6+3+1+5,  цыФр.  5  годится) 
158  =  5.8+2.9+6.8+3.1+1.6+5.5 

1880  .  .  .  1-е  части,  попр.  дѣлим. 
1812 

81  (8<5+2+6+3+1+5+8,  цыФра  8  въ  неизв.) 
/      206  (поправка  не  возмоліна,  а  потому  вмѣсшо  8  должно  взять  і). 
1880 

1638  ^  234.1 

2421  (242>5+2+6+3-Ы+5+1,  цыФра  1  годится) 
201  =  5.1+2.8+6.9+3.8+1.1+5.6+1.5 

2226  ....  8-е  часты,   попр.  дѣлим. 
2106 

120  (120>5+2+6+3+И-5+1+9,  цыФра  9  годится) 
Такимъ  образомъ  можно  продолжать  какъ  угодно  далеко. 
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§  137.  Мы  часто  должны  будемъ  дѣлагаь  вставку  огромныхъ  чисел ь 
вмЬсшо  X  вь  рядъ  Функціи 

что  кажется  весьма  затруднительнымъ.  Но  фуръе  облегчилъ  этослѣдую- 
щимъ  образозіь: 

Положимъ,  что  а  есть  первое  приближенное  значеніе  и  что  мы^ 
уже  имѣемъ  результаты 

пусть  Л  будегаъ  новая  часть  корня,  н  положимъ,  что  требуется  вста- 
вить ^+Л  вмѣсто  X.  Извѣстно,что 

7  2  ттп  —  1  I  т 


Разсмашривая  эти  выраженія  ,  можно  вывести  слѣдуюш,ее  правило  для 
полученія  резульшатовъ: 

Написавъ  въ  строку  извѣстные  уже  результаты 

1.  ая  /(й),  ГіЪ),  /"(«),... /--'(^),  /--'(^),  /"\Ь), 

подпишемъ  подъ  каждымъ,  исключая  перваго,  множителя  Л,  и  произведемъ 
умноженіе;  отъ  того  -получимъ  новую  строки 

2,  ая         І\Ъ)Л,  /"(-5).Л,.../'«-«(^).Л,  /"^^ЬУН,  Г\Ь)Л. 

Помноживъ  на  Л  каждый  членъ  этой  строки  ,  исключая  перваго,  и, 
раздѣливъ  произведенія  на  2,  мы  получимъ  третью  строку 
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Помноживши  оппгаь  на  Л  каждый  членъ  эшой  строки,  исключая  перваго, 
дѣлимъ  произведенія  на  3;  отъ  того  наидемъ  строку 

Продолжая  такимь  образомъ  помножать  на  Л  каждый  членъ  новой 
строки,  исключая  перваго  ,  и  произведеніе  дѣлить  на  число,  показываю- 
щее порядокъ  строки,  мы  получимъ  наконецъ  строки  : 

(т)-ая  /-Ч^.).  -^,——7,,  /"'(5) 


1.2.3...(т— 1)        '  '  1.2.3...(т— і) 
і.2.3,..т ' 


ПослЬ  того  складываемъ  одни  первые  члены  всѣхъ  сгарокъ',  сумма 
ихъ  будетъ  /(Ъ+к);  сумма  вгаорыхъ  членовъ  всѣхъ  сгарокъ  будетъ 
У'(^-ьЛ);  сумма  третьихъ  членовъ  будетъ  /''{Ь-\-Іг)',  вообще  сумма  {п-^і.у=. 
ныхъ  членов ь  вс  Ьхъ  строкъ  составить  /^""[Ь+Іі),  Таким  ь  простымъ  дѣй- 
ствіе\іъ  найдутся  всѣ  результаты:  ^ 

Эгаимъ  правиломъ  можн^  пользоваться  при  отдѣленіи  корней  и  при 
вычисленіп  корней  по  способу  Лагрцнжа. 

§  138,  Вычисливъ  по  §  133  полющію  предѣловъ  а  ѵі.  Ъ  новый  предѣлъ 
искомаго корня,  необходиліо  вычислить  и  друг(|>й,  чтобы  опредѣлить  цыф» 
ры,принадлежащія  точному  значенію  корня.  Но  произведя  вычисленіе  вто- 
раго  предЬла  независимо  отъ  перваго,  мы  сдѣлаемъ  много  лишней  работы. 
Можно  вычислить  вторый  предѣлъ,  гораздо  проще,  какъ  мы  уже  показали 
въ  §  134,  а  именно:  придавши  къ  вычисленному  уже  предѣлу,  или  отнявши 

отъ  него,  разность  і  — г-,,     ,  гдѣ  г  есть  разность  предъидущихъ  предѣловъ, 
2/  [А) 

У" (В)  наибольшій  изъ  результатовъ  /'(я),  -^^(^)^  а  [А)  наименьшій 
изъ  результатовъ     (а)  и  /  (^),  принимая  эти  результаты  независимо 

отъ  своихъ  знаковъ.    Отношеніе  — у^. — —  можешъ  быть  или  больше  или 

2/'Ы) 

(1  ^  ^ 
— I   единицу  непосредственно  высшаго 

порядка  этого  оганошенія  ,  показатель  Л  будетъ  положительный ,  когда 


I, 
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'\ 

/"(^) 

— — :<!}  а  отрицательный  въ  противномъ  случаѣ.    На  пр.  когда  пер- 
27  [А] 

/"(В)  (±Ѵ'  (±у 

выя    цыФры   частнаго  — 2.;— —  сѵшь  0,003 ;  тогда  —      ~  0,01=:=  — 
2/  (А)  \±о]  \іоі' 

•^"(^)  (±Ѵ 
и  Л— 2.  Если  первыя  цыФры  суть  напр.  4152;  шо  | — =10000 

~  (іо)'    ^  ^*^" — '  '^™^  едііница  высшаго  порядка  разности 
г=  о—а  есть  — 1  ;  гао  имѣемъ  :  і^<\ —     и — тг — —    ,    а  потому 

ио;  [іо)    2/ (Л)  [іо)  ^ 

,    /"(В)  ^ІѴз'^!^ 
г  . — ^,.  ..< —         .  Зная  одинъ  изъ  предѣловъ  а  п6,  на  пр.  а,  вліЬсто 
27  (^;   \10/  '  5 

вгаораго  можно  взять  ^'''~''^|' 

§  139.  Въ  вычисленіе  новаго  предѣла  по  Нютонову   способу  входитъ 
только  одинъ  изъ  предѣлъ  аиі,  ивъ^ІЗЗ  мы  видѣли  ,  что  для  того 
должно  взяшь  Бнѣшній  предѣлъ,  т.  е.  тотъ,  для  котораго  У  (л)  и 
имѣюшъ   одинакіе  знаки ;    онъ  будетъ  высшій   въ  случаяхъ  (і)  и  (2)  ,  а 
низшій  въ  случаяхъ  (З)  и  (4).   Означивъ  его  чрезъ  ]3  ,   новый  внѣшній 

предѣлъ  будегаъ  ]3'=:Р — Т^^)'         '        сказанному  выше,  разнится  ошъ 

^  /1у-'">* 

другаго  предѣла,  исправленнаго  по  фуръе,  менѣе  нежели  I — ^  ,    а  потому 

в'  имѣетъ  только  2п-^к  цыфръ ,    принадлежапдихъ   точному  значенію 

^  Ф) 

корня;  слѣдовательно  частное  также  будетъ  имѣгпь  2пл-к  общихъ 

/  \р) 

цЫФръ  сь  корнемъ;  такъ,  что  дѣленіе  У^(^3_)  на  У^'(^3)  достаточно  продол- 
жить до  цыФры  порядка  2П'\-к  включительно.  Но  остальными  цыфрами 
не  должно  пренебрегать  ,  а  надобно  ихъ  замѣнить  единицею  порядка 
2п+к  \  потому  что,  пренебрегая  ими,  мы  можемъ  удалиться  отъ  точнаго 

значенія  болѣе  нежели  на^— Въ  самомъ  дѣлѣ:  въ  случаяхъ  (і)  и  (2) 
^  =^ — ^/Х^  оольше  гаочнаго  значенія  корня,  и  разнится  отъ  него  менѣе 
нежели   —         :    взявши    вмѣсшо   гаочнаго    значеніе   -тгг—  количество 

^о;  ^  ^%в) 

>іеньшее,  предѣлъ  ^3'  увеличится  ,    и  разность  его  отъ  корня  можешъ 
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{іУ-^"  /(В) 
сдѣлаться  болѣе       ^       .  То  же  самое  и  въ  случаяхъ  (з)  и  (4),  ^3'=^— у/'^^ 

/(іЗ) 

меньше  точнаго  значешя  корня,  а  потому,  взявши  вмѣсшо — ^  ^  коли- 
чество меньшее  ,  предѣлъ  ^З'  уменьшится,   и  разность  его  огаъ  гаочнаго 


значенія  корня  можегаъ  сдѣлаться  больше 


/(В) 

и  гаакъ,  вычисливши  частное  — >  '    до  цыФры  порядка  2п-+-к  вклю- 

/  \Р) 

чительно,  должно  ее  увеличить  единицею;  придавши  это  приближенное 
значеніе  частнаго— ут^^  къ  б,  получимъ  приближенное  ^^іначеніе  новаго 

предѣла  р ,  которое  навѣрное  разнится  ошъ  корня  менѣе  нежели  1  —  1  і 

Но  мы  не  знаемъ  ,  будешь  ли  оно  служить  высшимъ  или  низшимъ 
предѣломъ  ;  потому  что  точное  значеніе  ]3',  будучи  уменьшено  въ 
случаяхъ  (і)  и  (2),  а  увеличено  въ  случаяхъ  (з)  и  (4),  можетъ  перейти 
за  корень.  Чтобы  это  узнать  ,  должно  вставить  полученное 
значеніе  ]3'  вмѣсшо  х  въ  У^(л^)  ,  и  ,  с^-^дя  по  знаку  резульшапіа  мы 
узнаемъ,    будетъ  ли  оно  больше  или    меньше  корпя  ;    въ  первомъ  слу* 

о  /  1  Ѵ"  +  *' 

чаѣ,   чшобы  получить    низшіи  предѣлъ  ошнимаемъ  —I         отъ  ]3  ,  а 

во  второмъ,  чшобы  получить  высшш  предЬлъ,  придаемъ  1—1       къ  /3. 

Такимъ  образомъ  мы  опредѣлимъ  новые  предѣлы  а  п  Ь',  Желая  продол- 
жить вычисленіе,  посшупаемъ  съ  а',  и  Ь'  точно  такъ  же  ,  какъ  и  съ 
а  и  Ь.  Пусть  ]3і,будетъ  новый  внѣшній  предѣлъ,  а  п  порядокъ  послѣд- 

ней  десятичной  цыФры  этого  предѣла;  то  частное  вычисляемъ 

[Рі) 

до  цыФры  порядка  2п'-\-к  включительно,  пошомъ  увел ичиваемъ  эту  цыф- 
ру  единицей,  и  продолжаемъ  дѣйсшвіе  по  предъидущему.  Такимъ  образомъ 
число  десагаичныхь  цыФръ  при  каждомъ  дѣйсгавіи  будетъ  увеличивать- 
ся болѣе  и  болѣе. 


Такъ  какъ  данные  предѣлы  а  и  5  разнятся  менѣе  ,  нежели 


(г.)" 


они  имѣюшъ  п  цыФръ  общихъ,  кошорыя  принадлежашъ  и  корню.  Перей- 
дя отъ  эшихъ  предѣловъ  къ  другимъ  а  и  Ь',  число  шочныхъ  цыФръ 
корня  будетъ  2«-+-Л.  Погаомъ  переходимъ  къ  шрегаьимъ  предѣламъ,  для 
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которыхъ  число  гаочныхъ  цыФръ  корня  будетъ  2Аг'+^=(27гч-Д;),  2ч-^ 
—  47гч-3^.  Перейдя  къ  чешвершымъ  предѣламъ  ,  будемъ  имѣть  8п-і-ік 
шочныхъ  цыФръ  кореня,  и  ш.  д. 

Чтобы  огаь  перваго  дѣмсгавія  приблизишься  къ  корню,  необходимо  , 
чтобы  было  2пч-/>?г  или  п> — Л,  что  не  всегда  случается,  если  одинъ 
изъ  показателей  ^  и  п  отрицательный.  А  потому,  опредѣливъ  к,  пока- 
затель порядка  десятичной  цыФры,  непосредственно  превышающей  поря- 

докъ  первой   цыФры  часшнаго  ^у^^^  »  должно    смотрѣшь  ,    будетъ  ли 

удовлетворено  условіе  л> — к.  Если  оно  не  удовлетворено  ;  то  начальные 
предѣлы  а  и  Ь  должно  сшѣсняшь  ,  вставляя  вь  У^(^)  вмѣсто  х  числа 
>а  и  <5  до  гаѣхъ  поръ  ,   какъ   разность   новыхъ  предЬловъ  сдѣлается 

меньше       I  ,  гдѣ  п=^±—к. 

§  1^0.  Изь  сказаннаго  въ  послѣднихъ  выводимъ  слѣдующее  правило: 
»Чшобы  отъ  двухъ  предѣловь  а  и  6,  содержащихъ  одинъ  только  дѣй- 
»ствительный  корень  уравненія  (х)=о,  и  не  огакрывающихъ  ни  одного 
»корня  въ  уравненіяхъ:  /''(х)—о,  /"{зс)=-о,  /'"(^)г=о,  перейти  къ  двумъ 
адругимъ  ,  заключающимъ  шотъ  же  корень  ,  и  столь  близкимъ  между 
»Собою  какъ  угодно,  должно  поступать  слѣдующимъ  образомъ  : 

»Взявши  наибольшій  изъ  результатовъ  /"{а)   и  дѣлимъ   его  на 

^наименьшее  изъ  двухъ  произведеній  і/'{сі)  и  2У^'(й),  (здѣсь  нѳ  обращается 
»вниманіе  на  знаки  результатовъ)  ;  ограничившись  только  познаніемъ 
»порядка  первой  цыФры  часшнаго  ,   замѣчаемъ  единицу  непосредственно 

»ііысшаго  порядка.  Пусть  эта  единица  будетъ  '  — I  ;  то узнаемъ, будетъ 

/  1 

»ли  к  положительное   или  отрицательное.  Определивши  потомъ      -  , 

»единицу  непосредственно  высшаго  порядка  разности  данныхъ  предѣловъ 
Ъ — а,  смошримъ,  удовлетворено  ли  условіе  п> — к:  когда  оно  не  удовлетво- 
»рено',  тогда  должно  сближать  предѣлы  апЪ  до  тѣхъ  поръ,  какъ  будетъ 
»/7=:1 — к  или  п>± — к.  Послѣ  того  смошримъ,  для  котораго  изъ 
»предѣловъ   а    и  5   Функціи  и  имѣюшъ   одинакіе  знаки  ; 

»зтошъ  предѣлъ  будетъ  внтъшній.  Означая  его  чрезъ  ]3,  беремъ  результаты 
»/'(3)  и  /''{0),  по  правилу  сокращеннаго  дѣленія,  дѣлимъ  первый 
»результашъ  на  второй  ;    это  дѣленіе  продолжаемъ  до  цыФры  порядка 

36 
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НО  мы  не  зна- 


»2/г-ьЛ,    увеличиваеіѵіъ   ее  единицею  ,    и  полученное   такнмъ  образомъ 

Г  (В) 

^приближенное  значеніе  часганаго  -^тг^  придаемъ    къ    предѣлу  ]3 ,  или 

./  {Р) 

^вычишаемъ  изъ  него,  смотря  по  тому,  будушъ  ли  результаты  у  ( ^3) 
»и  имѣгаь  разные  или  одннакіе  знаки.   Полученный  новый  предѣлъ 

» ]3  будетъ  разнишься    отъ  корня  менѣе ,  нежели    I  —  ]  ; 

»емъ,  будегаъ  ли  онъ  высшій  или  низшій  предѣлъ.  Чтобы  различишь  эгао, 
»всшавляемъ  его  въ  У^(^)  вмѣсгао  л":  когда  /3' есть  высгаій  предѣлъ;  гаогда  , 
»уменьшивь  послѣднюю  его  цыФру  единицею,  получимъ  низшій  предѣлъ  ; 
»если  же  есгаь  низшій  предѣлъ  ,  гао,  увеличивъ  послѣднюю  его  цыФру 
^единицею,  получимъ  высшій  предѣлъ. 

»Съ  новыми  предѣлами  посгаупаемъ  шакъ  же,  какъ  съ  а  и  и  продол- 
»жаемъ  гаакимъ  образомъ  произвольно  далеко.  Ошъ  каждыхъ  новыхъ 
»предѣдовъ  получаются  новыя  гаочныя  цыфры  корня,  и  число  десягаичныхъ 
ЩЫФръ,  считая  съ  запягаой,  по  концѣ  перваго  дѣйсшвія  будегаъ  1л-\-к  , 
»по  концѣ  вшораго  по  концѣ  шрешьяго  Ъп-\гік,  и  га.  д. 

Вогаъ  какой  вѣрный  и  правильный  ходъ  сообщилъ  фуръе  Нюгаонову 
способу  вычисленія  корней,  осгаававшемуся  сгаолько  времени  съ  недосгаа. 
таками,  когаорые  ускользнули  огаъ  умовъ  Ейлера  и  Лагранжа. 

§1-^1.  Слѣдующіе  примѣры  покажугаъ  просгаогау  изложеннаго  правила. 


Примгьръ  1. 

фуръе  вычисляегаъ  корень  уравненія 

— 2х — 5=0, 

когаорое  рѣшали  Нютот  ,  %Жагранжъ  и  Коти.  Чгаобы  ошдѣлигаь  его 
корни  ,  беремъ  Функціи 
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и  сосшавляемъ  ряды  знаковъ 


/■", 

[-1] 

-і- 

— 

ч- 
1 

и 

[<0] 

— 

2 

5 

[0] 

+ 

0 

[>0] 

ч- 

[+1] 

ч- 

ч- 

ч- 

[+10) 

ч- 

ч- 

ч- 

Предѣлы  — 1  и  о  открываюшъ  два  корня  ;   но  эгаи  корни   мнимые  ; 
^      5  „ 

потому    чшо  1-  — .  И  шакъ  данное  уравненіе  имѣешъ   только  одинъ 

і.  2 

дѣйствительный  корень,  который  заключается  между  1  и  10.  Чтобы 
опредѣлить  цѣлую  часть^  этого  корня,  стѣсняемъ  его  предѣлы,  и  нахо- 
димъ  ряды 
[2]  - 


ч- 

ч- 

Ч- 

12 

10 

1 

0 

0 

0 

1 

ч- 

ч- 

ч- 

Ч-; 

18 

2э 

16 

[3] 

откуда  видимъ  ,  что  искомый  корень  больше  2  и  меньше  3.  Такъ  какъ 
рядъ  указателей  есть  0001;  то,  по  §  132,  можно  бы  было  приступить 
къ  приближению.  Но  прежде  должно  опредѣлить  к:  наибольшее  значеніе 

^  (л:)  есть  18, а  наименьшее  значеніе  Ъ,І '{х)  есть  2.10;  частное  — >-7~Гч 

2.7 \А) 

18  (±\'  ^ 

есть  — =0,9;    единица  непосредственно  высшаго  порядка  есть  —  ==;1; 
20  ^10' 

слѣдовательно  ^=о.  Разность  предѣловъ  2  и  3  есть  1,  а  потому  п=о, 

и  условіе  7і>=± — Ь  не  удовлетворено.  И  гаакъ  предѣлы  2  и  3  не  довольно 

близки,  чтобы  начать  приближеніе.  Вставивши  вмѣсшо  х  число  среднее 

между  2  и  3,  а  именно  2,1,  получаемъ  ряды 


/ 

[2] 

ч- 

ч- 

12 

10 

1 

Ч- 

ч- 

Ч- 

12,6 

11,25 

0,061 

36' 
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которые  показываютъ,  что  искомый  корень  заключается  между  2  и  2.1. 
Наибольшее  значеніеУ^''(^г),  раздѣленное  на  наименьшее  значеніе  1./\а:) ,  есть 
12,6  1 

—^—=0,63;    разность  предѣловъ  2  и  2,1  есть  — ,  а  потому  /х~о,п--=±  , 

и  условіе  7г=1 — к.  выполнено,  Слѣдовательно  предѣлы  2  и  2,1  довольно 
близки,  чтобы  начать  приложеніе  правила  §  140.  Здѣсь  внѣшній  пре- 
дѣлъ  есть  2,1;  потому  что  результаты  У^(2,і)  иУ^"(2,і)  съ  одинакими 
знаками. 

Чтобы  получить  первое  приближенное  значеніе ,  должно  изъ  ^=2,1 

/(іЗ)     ./(2,1)  0,061 

вычесть  частное  -тг-, — ~ -тг-,  г=^  ,  продолживъ  дѣленіе  до  десяшич- 

/'(іЗ)     У  (2,1)  11,23 

І±Ѵ 

ной  цыФры  порядка  1  —  1       =  , —   ,  ш.  е.  до  сошенъ  включительно, 


и  увеличивъ  послѣднюю  цыфру  единицею.  Такъ  какъ  ^'^^—  ~  0,00.  .  .  ; 

то  отъ  2,1  должно  отнять  0,01  ;  слѣдовагаельно  первое  приближенное 
значеніе  корня   будетъ  2,09  ,  которое  разнится   отъ  шочнаго  значенія 

корня  менѣе,  нежели  - — .  Чтобы  узнать,  будетъ  ли  2,09  больше  или 

меньше  корня  ,  вставляемъ  2,09  въ /^(л")  вмѣсто  л,  поступая  по  §  137. 
Слѣдуіошіая  таблица  представляешь  это  вычисленіе 


^/(2) 

/'(2) 

/'(2) 

/"'(2) 

—1 

10 

12 

6 

0,09 

0,09 

0,09 

0,9 

1,08 

0,54 

9 

9 

на  2) 

972 

486 

0,0486 

0,0243 

(дѣлимъ  на  З)  2181 

0,000729 
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откуда  вы  води  мъ 


10 

1,08  12 

243  0,54 

/(2,09)=— 0, 050671, /'(2, 09>  11,1043,    /  '(2,09)=12,54,  /"'(о,08)=6. 

Такъ  какъ  резульгаатъ  /(2,09)  отрицательный;  то  2,09  меньше  кор- 
ня, который  поэтому  заключается  между  2,09  и  2,1.  Разность  этихъ 

1       I  ±У  '>^(2,1)  0,061 

предѣловъ  есть         =  — , а  потому  частное^^гт:  вычисляемъ 

100      ІЮІ  ^  /  (2,1)  11,23 

до  четвертой  десятичной  цыФры,  и  увеличиваемъ  эту  цыФру  едини- 
цею; ошъ  чего  получаемъ  0,0055,  количество,  которое  должно  вычесть 
изъ  2,10  ;  и  такъ  второе  приближенное  значеніе  корня  будетъ  2,0945, 
оно  разнится  ошъ  гаочнаго  значенія  менѣе  нежели  0,0001. 

Это  приближенное  значеніе  корня  всшавляемъ  въ /(^г),  чтобы  узнать, 
будетъ  ли  оно  служить  высшимъ  или  низшимъ  предѣломъ  ;  вставка 
производится  по  §  131,  а  именно: 


/(2,09), 
0,0506Т1 

/'(2,09), 
11,1043 
0,0045 

/"(2,09), 
12,54 
0,0045 

/"'(2,09) 
6 

0,0045 

555215 
444П2 

62Т0 
5016 

0,04996935 

0,056430 
45 

282150 
225Т20 

0,0270 
45 

1350 
1080 

2539350 
0,0001269675 

12150 
0,00006075 

45 

30375 
24300 


0,9 
486 
729 

0,949329 
— 1 


273375 
0,000000091125; 
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откуда 


0,04996935 

0,0001269675 

0,000000091125 


11,1043 


0,050096408625  0,056430  12,54 

—0,050671  0,00006015  0,0210 


/(2,0945)=— 0,000514591375, /'(2, 0945 )=11,16019015,  /  "(20945)=12,5610 

/'"(2,0945)=6.  ^ 

Резул^гаашъ  /(2,0945)  отрицательный  ,  а  потому  2,0945  меньше 
корня.  И  шакъ  искомый  корень  заключаетса  между  2,0945  и  2,0946: 
второй  изъ  эшихъ  предѣловъ  есть  внѣшній.  Чтобы  продолжить  вычи- 
сленіе  должно  его  вставишь  въ  рядъ  Функцій ;  результаты  получатся 
по  §  131,  взявши  /г=0,0001.  Они  будушъ 

0,001116079075 
62835 
1 

  11,16079075 


0,001116141911  125670 
-0,00057^591375  3 


/(2,094;3)=0,000541550536  /'(2,094б)=11,16204748 


12,5670 
6 


/"(2,094б)=12,567б,  /"'(2,094б)-6. 
Такъ   какъ   разность   предѣловъ  2,0945  и  2,0946  есть  0,0001= 


0,000541550536 

7г=4  ,    и    частное  должно  вычислишь  до  8-и  десяшич- 

11,16204748 

ной  цифры  включительно.  Это  приближенное  частное  будегаъ  0,00004851; 
увеличив'ь  послѣднюю  его  цыфру  единицею  ,  и  вычтя  его  изъ  2,0946, 
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получимъ  третье  приближенное  значеніе  корна  ,  2,09455148,  которое 
всшавляемъ,  какъ  здѣсь  показано,  въ  рядъ  функцій  : 

/(2,0945)  /'(2,0945)  /"(2,0945) 


■0,000514591375, 


отсюда 


11,16079075 
0,00005148 

8928632600 
4464316300 
1116079075 
5580395375 

0,0005745575078100 


12,5670 
0,00005148 

1005360 
502680 
125670 
628350 

0,000646949160 
5148 

5175593280 
2587796640 
646949160 
3234745800 


/'"(2,0945) 
6 

0,00005148 
30888 


0,00030888 
5148 

247104 
123552 
30888 
154440 

159011424 


3330494275680 
0,0000000166524713^860  0,0000000079505712 

5148 


636045696 
318022848 
79505Т12 
397528560 


409295405376 
0,000000000000136431801792 


0,0005745575078100 

1665247137840 

136431801792 

0,000574574160417810201792 
—0,000574501375 

/(2,ОЭ455І48)=—0,000000017214582189798208 

.  11,16079075 

646949160 

79505712 


/'(2,09455148)=11, 1614377071105712 

12,5670 

30888 


/  "(2509455148)=12,56730888  /'"(2,99455148)=6 
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Такъ  какъУ^(2, 09455148) отрицательный;  гао  искомый  корень  заключается 
между  2,09455148  и  2,09455149.  Желая  еш.е  болѣе  приблизиться  къ  корню» 
всгаавляемъ  второй  предѣлъ  въ  рядъ  Функцій;  результаты  эгаихъ  вставокъ 
получатся  изъ  предъидущихъ  весьма  простымъ  вычисленіемъ,  а  именно: 


0,000000111614377011105Т12 
628365444 
1 

0,0000001116143П699411157 
—0,000000017214582189198208 

/(2  09455149)=0,000000094399195509612949 

11,1614317011105112 
1256730888 
3 


/''(2,09455149)=11,1614318327836603 

12,56130888 
6 

/  (2,09455149)=12,56130894   /"'(2,09455169  )=6. 

/(2,09455149) 

Теперь  п — 8,  а  потому  частное  /і,^^^  09455149)  ^^^^^^^^^^^  16-піои 

десятичной  цыфры  включительно,  и  увеличиваемъ  эту  цыфру  единицею; 
отъ  того  получаемъ  дробь  0,0000000084516735,  которую  вычитаемъ 
изъ  2,09455149.  Остатокъ  2,0945514815423265  будетъ  четвертое 
приближенное  значеніе  корня  ,  которое  разнится  отъ  истиннаго  менѣе 
ІГ^ 

Оно  меньте  корня;  потому  что 


10 

/(2,0945514815423265) 

=  —  0,000000000000001021074960443679845432495185865  315 
/'(2,0945514815423265)^11,16143172649346472644563309780675 
/"(2,0945514815423265)=:  12^5673088892539590 
/'"( 2,0945514815423265)=6. 


X 
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Изъ  этихъ  резульгпашовъ  получатся  по  §  131  результаты,  соотвѣт- 
сшвуюш,іе  высшеііу  предѣлу  2,0945514815423266:  они  сугаь 

/(2,0945514815423266) 

=0,000а00000000000095068812205666690048б12570і8596 
/'(2,09455148І5423266)=11^16143П26493465083П652202320268 
/"(2,09455148142326б)=12, 5613039598889256 

/(2,0945514815423266) 

Вычисливъ  частное  ~  ^  до  32-и  десятичной  цыф- 

/  (2,0945514815423266) 

ры  включительно,  и  увеличивъ  ее  единицей,  получимъ 

0,0000000000000000851161345942069; 

оганявши  это  отъ  предъидущаго  внѣшняго  предѣла,  будемъ  имѣть  пятое 
приближенное  значеніе  корня: 

2,09455148154232659148238654051930. 
Такимъ  образомъ  можно  продолжать  приближеніе,  какъ  угодно  далеко. 

Примѣрь  II. 

Мы  нашли  въ  §  117,  что  уравненіе 

имѣешъ  два  дѣйсгавительные  корня,  изъ  которыхъ  одинъ  заключается 
между  2  и  3.  Вычпслимъ  его  приближенно  до  1—1  . 


Результаты 

всшавокъ 

этихъ 

предѣловъ  въ 

рядъ 

X  суть 

/х- 

/"' 

/"  г 

/ 

м 

Ч- 

0  — 

ч- 

24 

24 

Ч-  19 

1 

м 

.  Ч- 

ч- 

ч-   

2* 

48 

36  3 

13 

/"(В)  36 

Здѣсь  2/'(^А)     2~3~^  имѣетъ  единицею  непосредственно  высшаго  порядка 


10 


^ііоу     '  ^  потому  /:= — 1.  Разность  предѣловъ  2  и  3  есть  1=:|-—|; 


37 


290 


слѣдовательно  п~о^  и  условіе  п^\. — к  неудовлетворено;  и  такъ  должно 
стѣснашь  предѣлы;  для  этого  всшавляемъ  вмѣсгао  х  число  среднее  меж- 
ду 2  и  3,  а  именно  2,1;  результаты  получатся  по  §  13Т  изъ  резуль* 
гаатовъ  ряда  [2],  и  будутъ 


1, 

0,004 
0,0001 

1,0041 
-1,9 


0,12 

0,004 

0,124 
—19 


2,4 
0,12 


2,4 


/(2,і)=— 058959/'(2, 1)^-^18, 87б/"(2,1)=2;52/'"(2Д)=26,4 /"(2, 1)=24; 
отсюда  получаемъ  рядъ  знаковъ 

[2,1]  ч-        +        +       -        — , 

который  показываетъ,  что  искомый  корень  заключается  между  2  и  2,1. 
Разность  эгаихъ  предѣловъ  есть  — ,  а  потому  п=1.  Единица  высшаго 


10 

2,52  1 

 ^=0,0..  есть  — ;  слѣдовательно  л=1, 

2.18,876  10 


порядка  частнаго 

и  условіе  лг>1 — к  выполнено.  Внѣшній  предѣлъ  есть  2  ;  потому  что 
/(2)  и  /  (2)  имѣюшъ  одинакіе  знаки.  Къ  нему  должно  придать  частное 

/(2)  1  «о 
у  -^2^~  — '  ***^^*^Р°^  вычиаіяемъ  до  второй  десятичной  цыФры  включи- 
тельно, и  увеличиваемъ  послѣднюю  цыФру  единицей;  это  приближенное 
частное  есть  0,06,  и  2,06  есть  первое  приближенное  значеніе  искомаго 
корня.  Чгаобы  узнать,  будетъ  ли  оно  высшій  или  низшій  предѣлъ,  всгаа- 
жллемь  его  въУ^(х),  руководствуясь  правиломъ  §  137: 

/12) 
1 


/'(2) 

/"(2) 

/"'(2) 

—19 

0 

24 

24 

0:06 

0,06 

—1,14 

0 

.  1,44" 

1,44 

6 

864 

0 

0,0432 

0,0432 

6 

2592 

0;  000864 

0,000864 

5184 
0,00001296 
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отсюда 

1 

0,000864  0,0432 
0,00001296  0,000804 


1,00081696  0,044064 
—1,14  —19 


/(2,0б)=— 0,13912304      /'(2, 0б)=— 18,055936 

1,44  24 
0,0432  1,44 


/''(2,06)=1,4832       /"'(2,0б)=25,44  /"'(2,0С)=24. 

Такъ  какъ  рсзульгаашъ  У  (2, Об)  отрицательный  ,  то  2,06  больше  кор- 
ня, а  потому  корень  заключается  между  2,05  и  2,06.  Чтобы  вставить 
2,05  вмѣсгао  х  въ  рядъ  Функцій  ,  беремъ  предъидуш,іе  результаты  ,  и 
посшупаемъ  съ  ними  по  §  131,  взявши  Л= — 0;01 ;  результаты  суть: 

/(2,05;=0,05050625,/'(2,05)=— 18,9695,/'(2,05)=1,23 
/'"(2,05)=25,2,    /'^(2, 05^=24. 

/С2,05)  0,05050625 

Часганое  —  ~  =  •     вычисляемъ    до    цыФры  порядка 

/'(2,05)  18,9695 

=  О,  0001,  и  увеличиваемъ  эту  цыФру  единицею:  получаемъ  дробь 

0,0021,  которую  придаемъ  къ  2,05;  ошъ  того  имѣемъ  второе  приближенное 
значеніе  корня  2,0521.  Чтобы  узнать,  будетъ  ли  оно  больше  или  мень- 
ше корня,  всшавляемъ  его  вмѣсшо  х ,  поступая  по  §  131:  находимъ 

/(2,0521)=— 0,0001068339282559,  /'(2,0521)=— 18,966081061263 
/"(2, 0521)=1, 29812143,    /"'(2,052і)=25,2648,  /"(2,052і)=24. 

Резульшатъ /(2,052і)  отрицательный,  а  потому  2,0521  больше  корня  ; 
и  шакъ  корень  заключается  между  2,0526  и  2,0521.  Чтобы  вста- 
вить 2,0526  въ  рядъ  Функцій ,  беремъ  предъидущіе  результаты  ,  и 
посшупаемъ  съ  ними  по  §  131,  положивъ  Л-= — 0,0001;  находимъ  результаты: 

/(2,052б)--=0,0011891812648916,  /'(2,052б)=— 18,966216153696 
/  "(2,052б)=1,29560112,  /'"(2,052б)=25,2624,  /•^(2,052б)=24. 
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/(2  0526)  0,00і189^8126489^6 

Вычііслипши  частное  — -  ~,  =  до  8-и  деся- 

У'(2  0520;  13,966216753696 

іппчной  цыФры  включпгаельтю,  н  увеличииъ  эшу  цыфру  единицей  , 
ііолучасмъ  0,00006274.  Придавши  это  кь  2,0526,  имѣемъ  третье  прибли- 
женное значеніе  корня  2,05266274.  Вставивши  его  вмѣсшо  х  ъъ  рядъ 
Функцій,  находи.ліъ  результаты: 

/(2,05266274)=— 0,00000015652324718796520184858299 

/'(2,05266274)=— 18,966135417960456050245704 

/"(2,05266274)=1,29718613021169І2 

/"'(2,05266274)=^25.26390576 

/і^(2,о5266274)=:24. 

Результашъ  У(2, 05266274)  огарпца тельный  ,  а  потому  корень  заклю- 
чается віежду  2,05266273  и  2,05266274.  Всніавивши  2,05266273  вмѣсшо 
X,  получаемъ  » 

/(2, 05206273)  =  0, 00000003313810705649864832259866 
/'(2,05266273)=— 18,966135430932314326046332 

н  пр. 

/(2,05266273)  0,00000003313810705649864832259866 

Ластное — -рг-  г—   вычис- 

У  (2,05266273)  18,966135430932314826046332 

ляемъ  до  16-той  десятичной  цыФры  включительно  ,   которую  увеличи- 

ваеліь  единицею ;    ошъ   того   получае.мъ    дробь    0,0000000017472251,  и 

четвертое  приближенное  значеніе  корня  будешь 

^=2;0526627317472251. 

П  т.  д. 

Заліп>%.  Когда  пред  Ьлы  О!  и  5  еще  не  довольно  близки,  чтобы  къ  нимъ 
приложить  правило  §  140;  тогда  сближеніе  ихъ  можно  производишь  по 
способу  Лагранжа. 

§  \Ч%.  Когда  коеФФИціенты  даннаго  уравненія  суть  количества  не. 
соизмѣриліыя  ;  тогда  вычпсляюшъ  ихъ  приближенно.  Полученное  шакимъ 
образомъ  неточное  уравненіе  преобразуюгаъ  ъъ  другое  съ  цѣлыми  косф- 
Фиціентами,  и  вычисляюшъ  его  корни,  которые  будугаъ  приближенныя 
значенія  корней  даннаго  уравненія.  Но  замѣшимъ,  что  здѣсь,  ошъ  измѣ- 
ненія  коеФФиціентовъ ,  въ  н1ікогаорых.ъ  случаяхъ  измѣняегася  свойство 
корней  \  разсмошримъ  эши  случаи. 

Пусть  въ  уравненіи 

/(^)=сгог'"+й!іа:'""^-4-Я2-«'"~"''+'.-+^,„  — ^ 
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коеФФИціеніпы  а^,  а^,  а.^,..,а^  измѣняіотся  въ 

гдЬ  а  означаешъ  дѣисшвишелі.ное  безконечномалое  положительное  коли- 
месіпво,  а  д^,  Ъ^^..Ь^^^  какія  нибудь  діінствишельныя  конечныя  количест- 
ва; приближенное  уравненіе  будетъ 

=(«0  х^+а  ^х"'-^  +. .  о  ос"'-\-Ъ^  л;'"-  - +. .        _ ,  ^ 

гдѣ  для  сокращенія 

Отсюда  находиімъ  гіроизводныя 

и  т.  д. 

Пусть  а  и  ^  будушъ  безконечноблизкіе  предѣлы  одного  только  дѣн- 
ствительнаго  некратнаго  корня  даннаго  уравненія;  шо  результаты 
/{а)  и  / {Ь)  будутъ  съ  противными  знаками.  По  теоремѣ  3  §-10  для 
весьма  малаго  ,  а,  какая  бы  ни  была  Л7 ),  знакъ  ф{а)=/ {а)+аГ{сі) 
одинаковъ  съ  знакомь  У  (а),    а    знакъ    ф{1)^—/ {Ь^+а  одинаковъ  съ 

знакомь  ^{Ь)і  такъ  что  ф{а)  п  будутъ  съ  противными  знаками,  а 

потому  уравненіе  ф{а;)=о  будегаъ  имѣшь  дѣйстви  тельный  корень  между 
а  и  й.  Съ  уменьшеніемъ  а  эшотъ  корень  будегаъ  приближаться  къ  корню 
ур.  /{х)=о^  заключающемуся  между  а  и  Ъ  \  потому  что  тогда  ряды 
результатовъ 

Ф»,  ф^\а),.„ф'{а),  ф[а) 

ф-Хь),  ф"^-\ь),...ф'{ь),  ф{Ь), 

соотвѣтственно  будутъ  приблия^аться  къ  рядамъ 

Отсюда  заключаемъ ,  что,  съ  безконечномалымь  измѣненіе^зъ  косффи- 
ціенгаовъ  даннаго  уравненія,  дѣйсшвительные  неравные  корни  остаются 
дѣйствительными . 

Положимъ,  что  а  и  5  заключаютъ  2-кратный  корень,  который  озна^ 
чимь  чрезь  г;  то 

/{г)^о,/Хг)=о,  ф{г)^а.Г{г),  ф'(г]=.а.Р'{г). 
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Результаты  /(а)  и  /{Ъ)  съ  одинакими  знаками,  а  /'(«)  и  /'(5)  съ 
противными.  Взявши  а  столь  малымъ,  чтобы  ф{Ь),  Фір)^  ФХ^) 

соошвѣшственно  имЬли  одинакіе  знаки  съ  У^(а),  /(^)»  У^'С^г),  •^'{р)-,  резуль- 
таты ф[а)  и  ф(<^)  будутъ  съ  одинакими  знаками,  а  ф'{а)  и  ф'{Ъ)  съ 
противными.  Если  Г{г)=о  и  1'^'(г)=о,  то  ф{г)—о  и  ф'(^г)=о,  и  урав- 
ненія  /{рс)—о  и  ф{^)=о  имѣютъ  общій  двукратный  корень  г.  Когда 
резульшагаъ  не  =о;  тогда   онъ  имѣетъ  знакъ  противный  одному 

изъ  результатовъ  ф'(а)  и  ф'{Ь).  Означивши  этогаъ  результатъ  чрезъ 
ф'(^),  онъ  будетъ  имѣть  противный  знакъ  съ  ф'(^г')=а.'Р\г),  и  потому'- 
ф\х)^о  имѣетъ  одинь  дѣйствительный  корень  между  г  и  с?.  Пусть 
эшотъ  корень  будепгь  г'  ;  то  могутъ  быть  три  случая:  і)  ф(^г')=:о, 
2)ф{г')  не  =0  и  имѣетъ  противный  знакъ  съ  ф{а)  и  ф{/))  и  З)  ф{а), 
ф{г)  и  ф{1))  имѣіотъ  одинакіе  знаки.  Въ  первомъ  случаѣ  уравненіе 
ф[а:)=о  имѣетъ  дѣйствительный  двукратный  корень  между  о  и  6;  во 
второмъ  случаѣ  оно  имѣетъ  два  дѣйсшвительные  неравные  корня  , 
наконецъ  въ  гпретьемъ  случаѣ  оно  не  имѣешъ  дѣйсшвительныхъ  корней 
между  аи  Ъ,  Изъ  послѣдняго  случая  выводимъ  заключеніе,  что  двукрат- 
ные Ъѣйствительнъге  корни  Ъаннаго  уравиенія,  съ  безконетомалыліъ 
излігьгсенгежъ  коеффіщіентовъ  ,  могутъ  сЪтьлатьсл  лтиліыліи.  Это  заклю- 
ченіе  легко  распространить  на  какіе  нибудь  дѣйствишельные  кратные 
корни^. 


ГЛАВА  ШЕСТАЯ* 


Обіщл  свойства  іщэаціоналъныхь  функцш, 

О  знакть,  принлтоліъ  Г-жь  Остроградскижь  ,  для  шображенія  рѣшенія 
опреЪгьленныхь  алгебраигескихь  уравненій. 

§  1^3.  Въ  предъидущей  главѣ  мы  видѣли,  какимъ  образомъ  рѣшаюга- 
ся  уравненія  вида 

х'^+а ^ х^- '  +й 2 ^'^" '  ат—^ х^-ат-=о  , 

гдѣ  «1,   какія  нибудь  дѣйствительчыя  числа,  а  т  цѣлое  поло- 
жительное число.  И  шакъ  неизвѣстное  х  можно  счишагаь  2)  явною 
Функціею  коеФФиціеншовъ  йд,  а^^...а^^.  Если  мы  напишемъ 

Х—На^,  «25  «„^5 

гао  дѣйсшвіе,  означаемое  характеристикою  всегда  будетъ  извѣсшно, 
Абель  доказалъ,  что  оно   не  всегда  можетъ  быть  выражено  конечнымъ 

п 

числомъ  знаковъ:  -ь, — »Х,:  и  а  потому,  для  огаличія  его  отъ  дру- 
гихь  дѣнствій,  Г-нъ  Осгароградскій  замѣняетъ  букву  /  знакомъ  V.  Эшо» 
нововведеніе  обѣщаетъ  большія  облегченія  въ  Анализѣ,  какъ  со  стороны 
краткости  изображенія  Функцій ,  такъ  и  со  стороны  вычисленій.  Глав- 
ная выгода  этого  знака  состоитъ  въ  томъ ,  что  можно  имъ  выразить 
всякую  алгебраическую  Функцію  (»).  Г-нъ  Осшроградскій  доказываетъ  это 
сперва  для  радикальной  Функціи  порядка  ^и,  потомъ  переходитъ  къ  самой 
общей  Функціи,  составленной  изъ  всѣхъ  шесши  основныхъ  алгебраиче- 
скихъ  дѣйсгавій. 


(*)  Абель  первый  далъ  опредѣленіе,  пшо  Алгебратеснал  фуіспція  ѵ  тъсполькихъ 
колигествъ  х  у  г.  .  .  есть  та,  которая  уЪовлетворлеть  уравпенЬо  вида 

раціопалышл  фунпціи  х,  у, 
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§  ІЧЧ-.  П[с;кде  всего  докажемъ,  что,  имѣя  радикальную  с&ункцію  порядка  /л 

Ѵ==:  ;   ѴИ  - 

Щг.Ф..  ѴѲ.  ,ѴѲ.,>:-ѴѲ„,) 

гдѣ  ф  п  !<  ие  заключаютъ  дробей  (см.  §  55),  можно  ее  преобразовать 
Бъ  другую,  у  кошороіі  знаменатель    будетъ  раціональная  Функція. 

Расположивъ  ѵ  по  стспенямъ  одного  изъ  радикаловъ      Ѳі, І^Ѳа,..-}/ 
который  означимь  чрезъ  \/д=г,  она  приметь  видъ 

Вспомнивши  сказанное  въ  §  Т,  можно  помощію  2^=6  и  г"»"*^ ''=Ѳо'Г'г  иск- 
лючигаь  изъ  числителя  и  изъ  знаменателя  всѣ  степени  г,  превышающія 
г'^~^ ;  отъ  шого  Функція  ѵ  преобразуется  въ  слѣдующую 

которую,  для  сокращенія,  изобразимъ  чрезъ 

Означивъ  чрезъ  а  одинъ  изъ  корней  уравненія 

прочіе  корни,  по  §  58,  будутъ  а^,  а*.,.а"~'  (  въ  §99  прим.  7  мы  видѣли, 
что  они  всѣ  мнимые).  И  шакъ 

,  а,  а  ,  а  ,...а 

будутъ   представлять    всѣ   корни    уравненія  у* — 1=о,  а        аг,  а 'к, 
а'г,„.а/^~^г  всѣ  корни уравненія  г"~Ѳ=о,  т.  е.  всѣ  п  значеній  радикала 

и 

ѴѲ.   Внеся  аг,  а'г,  а^г,...а'^~^г  въ         вмѣсто  -г,   сосгаавнмъ  произ- 
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деніе  р==ф(аг).ф(^а^г)...ф(а^~"'г),  и  помножимъ  на  него  числителя  и  зна- 
менателя Функціи  ѵ;  отъ  того  будетъ 

Разложивъ  знаменателя   по  степенямъ  г,   и  исключивъ  изъ  него  сте- 
пени, превышающія  ^г"""',  онъ  приметъ  видъ 

Рч-Р'^-ьР''^;  Ч- . . .  .ч-Р      '  ^г"- ' . 

Въ  §  59  было  доказано,  что  ^ 

я 

а  Р  не  содержигаъ  на  г  ни  а;  слѣдовагаельно  радикалъ  ;г  =  Ѳ  въ  знаме«  | 
нателѣ  Функціи  ѵ  исчезъ.  Числитель  же 

отъ  перемѣны  а  на  а*,  а',....а''~'* ,  не  измѣняется,  а  потому  онъ,  по 
сказанному  въ  §  59  для  полинома       не  содержитъ  а. 

ш/         ш^"  ^^^^ 

Поступая  такимъ  образомъдлякаждаго  изъ  радикаловъ  |/  ^х^ѵ^иг.Ѵ  ^т, 
мы  исключимъ  ихъ  изъ  знаменателя;  такъ,  что  порядокъ  его  по- 
низится единицеЕО.  И  такъ,  имѣя  радикальную  Функцію  ѵ,  у  которой 
знаменатель  есть  радикальная  Функція  порядка  /л,  мы  можемъ  ее  преоб- 
разовать въ  другую  радикальную  Функцію,  у  которой  знаменатель  бу- 
детъ порядка  // — 1.  Эта  новая  Функція  можетъ  быть  преобразована  въ 
другую,  у  которой  знаменатель  будетъ  порядка  /л — 2,  и  т.  д.  Наконецъ 
данная  Функція  преобразуется  въ  радикальную  Функцію,  у  которой  зна- 
менатель будешъ  порядка  О,  га.  е.  будетъ  цѣлая  раціональная  Функція. 

п'  п"  п{т) 

Слѣдовательно  ѵ  будетъ  цѣлая  Функція  радикаловъ  \/  Ѳ^,,,..^  От- 

§  Пусть  будетъ  радикальная  Функція 

(1)  (р„...  |/Ѳ„  ѵѳ.,  ....  \/ет), 

цѣлая  относительно  У  Ѳ^,  [/Ѳ^,...  [/Ѳ;?».  Означивъ  чрезъ  а  одинъ  изъ  кор- 
ней уравненія 

п' 

всѣ  значенія  радикала^  будешъ: 

38 
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Внеся  ихъ  въ  выраженіе  (і),  Функція  ѵ  получишь  п  значеній,  когаорыл 
означимъ  чрезъ 

Пусгаь  а''  будешь  корень  уравненія 

гао  всѣ  значенія  радикала  ]/  будушъ 

'Г  II  ,  II  I  ^ 

п" 

Вставляя  ихъ  послѣдовашельно  вмѣсшо  \/  д  ^  въ  выраженія  (2),  мы  по» 
лучимъ  п'  рядоБъ  значеній;   въ  каждомъ  ряду  будешъ  по  п  значеній,  а 

п'  п" 

потому  число  значеній  ѵ  относительно  радикаловъ  ]/ и  есшь^ 
п'п" .    Изобразимъ  ихъ  чрезъ 

(5)  ѵ^,,,.,ѵ^.,  ^ѵ+і,  г;,,,+  2..-.^2и  ,  ^.-г^ил^ , 

возмемъ  а'"  корень  уравненія  ../-1-1=0,  и  внесемъ  в-ь  вы- 

га"' 

раженія  (з)  вмѣсгао  радикала  \/  ^ ^  его  значенія: 

огаъ  того  будемъ  имѣшь  п"  рядовъ  значеній  ѵ,  въ  каждомъ  по  пп/'  чле- 

п  '  п' 

повъ.  И  шакъ  Функція  ѵ  относительно   трехъ  радикаловъ  (/Ѳ,  ,  \/  Ѳ,» 

п'" 

]/  ^іі  имѣешъ  пп'п"  значеній,  когаорыя  пусшь  будутъ: 

(4)  Ѵ^,  Ѵ,^  Ѵ^...,Ѵпіп",  '^п-п"-[-гі--'^гп'п-,"-Ѵп'п"п"-  . 

п  п" 

Разсуждая  шакимъ  образомъ  для  каждаго  изъ  радикаловъ  ^Ѳ^,  [/  Ѳ, 

I/  Ѳ^,  заключаемъ,  что  число  значеній  ѵ  относительно  всѣхъ  этихъ  ра^ 
дикаловъ  есть  пп'п" ....п("*\  га.  е.  произведеніе  показателей  всѣхъ  ра- 
дикаловъ порядка  [Л,  Положивъ  пѴ'/г"  .. . .7*С"»)=Л,  означимъ  всѣ  эти  зна- 
ченія  V  чрезъ 
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(о)  ѵ^,  ѵ^,  г;,,....Ѵд. 

Разсмашривая  такимъ  же  образомъ  радикалы  порядка  — 1,  мы  выве- 
демъ  изъ  каждаго  члена  ряда  (б)  опредѣленное  число  значеній  ѵ  ,  равное 
произведенію  показателей  всѣхъ  радикаловъ  порядка  //—1.  Пусть  это 
число  будетъ  то  число  всѣхъ  значеній  ѵ  относительно  радикаловъ 
порядка  //  и  // — і  будетъ  Лѵ.  Изъ  каждаго  изъ  этихъ  значеній  ѵ  выведут- 
ся еще  новыя  значенія,  соотвѣтствующія  радикаламъ  порядка  /л — 2: 
число  ихъ  есть  произведеніе  показателей  всѣхъ  радикаловъ  порядка  // — 2. 
Перебравши  такимъ  образомъ  всѣ  радикалы  всѣхъ  порядковъ,  входящіе 
въ  данную  Функцію  ѵ,  мы  наконецъ  найдемъ  всѣ  возможныя  значенія 
этой  Функціи,  которыхъ  число,  какъ  легко  понять,  будетъ  произведе- 
ніе  показателей  всѣхъ  радикаловъ.  Означимъ  эти  значенія,  въ  іпомъ  по- 
рядкѣ  какъ  онѣ  выводились,  чрезъ 

гдѣ  ж  есть  произведеніе   всѣхъ    показателей,  входящихъ  въ  Функцію  ѵ. 
§  1^6.  Разсмотримъ  симметричную  Функцію  всѣхъ  значеній  (б) 

гдѣ  ф  означаетъ  какую  нибудь  раціональную  Функцію  отъ  ѵ. 

Возьмемъ  первые  п'  члены  выраженія  5,  соотвѣтствующіе  первымъ 
п    значеніямъ   (б),   и  назовемъ   сумму   ихъ  2.  Такъ  какъ  ѵ  есть  раці- 

л' 

ональная  Функція  радикала  |/  д^-=г\  то  ф{у^  будешъ  также  раціональ- 
ная  Функція  г,  а  потому  она  имѣетъ  видъ 

ф{ѵ)=А+Вг+Сг*-^....  ІГ^"'-'. 

Внося  сюда  вмѣсто  г  его  п  значенія: 

будемъ  ігѵіѣшь 

ф(ѵ  ,)==^Ч-Ба'г-4-С(а')  =2 . .  .-нКСа'/'-'г" 


ф(ѵ^г)==Лч-.В(а7'-»я+С(а'У»'--»)-5.4-..Н.Д(а>"'-«К^'--і)^"-і. 

38» 
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Сложивши  эти  уравненія,  и  вспомни въ  сказанное  въ  §  58  о  симметрич- 
ныхъ  Функціяхъ   корней  уравненія   г" — 1=о,  мы  получимъ 

п' 

откуда  видимъ,  что  2  не  заключаетъ  радикала  г-=.]/  д^. 

п" 

Внося  въ  2  всѣ  значенія  радикала  ^  Ѳ^,  она  получигаъ  п"  значеній, 
кошорыя  назовемъ 

2і,  2^,  2з5....2^„; 

сумма  ихъ 

есть  не  что  иное,  какъ  сумма  первыхъ  п'п"  членовъ  5.  Такъ  какъ  3 

не  содержигаъ  радикала  шо  и  сумма  ^' также  его  не  содержитъ.  Но 

2  заключаешъ  радикалъ  ^  д^=.щ  и,  будучи  расположена  по' его  сшепе* 
нямъ,  принимаетъ  видъ 

2=^'ч-5'гг-ьС'«'-ь...  .Км""— . 
Вставивши  сюда  послѣдовагаельно  вмѣсто  и  его  значенія: 
и,  а'и,  (а'^и,  (а")'м,....(а'')""^*и, 

и  сложивши  результаты,  получимъ 

У^2і+2з+2зЧ-. ..  .ч-2^ѵ  =п"А'; 

отсюда  видимъ,  что  у  не  заключаешъ  радикала  ы=(/Ѳ,. 

п" 

Вставляя  въ  /  вмѣсто  I/  всѣ  его  значенія,  найдемъ  п'"  значеній  ^^, 
Уз »•••:/« "5  которыхъ  сумма  есть  нечто  иное,  какъ  сумма  первыхъ тг' /г' Ѵ 
членовъ  5,  и  по  предъидущему  докажешся,  чшо  эта  сумма  не  содержишь 

радикала  \/  Ѳ^.  Просширая  эти  сужденія  далѣе,  мы  найдемъ,  что  сумма 
первыхъ  Л  членовъ  5  не  содѳржигаъ  радикаловъ  порядка  /л.  Пусшь  она 
будетъ  <В.  Возьмемъ  одинъ  изъ  радикаловъ  порядка  — і  ,  всгаа- 
вимъ  его  значенія  въ  6;  ошъ  того  получимъ  столько  выраженій, 
какъ  великъ  показатель  разсмагариваемаго  радикала,  и  по  предъидуще- 
му докажешся,  чгао  сумма  ихъ  не  содержигаъ  этого  радикала.    Въ  новой 
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суммѣ  беремъ  другой  радикалъ  порядка  // — 1,  прилагаемъ  къ  нему  предъ- 
идущія  сужденія  ,  и  находимъ  сумму,  не  содержащую  этого  радикала. 
Продолжая  шакимъ  образомъ  далѣе,  мы  дойдемъ  до  суммы  первыхъ 
членовъ  Функціи  5,  и  увидимъ,  чтпо  она  не  заключаешь  радикаловъ  по- 
рядка /ы  и  порядка  /л — 1.  Наконецъ,  перебравши  радикалы  всЬхь  поряд- 
ковъ,  мы  дойдемъ  до  суммы  5,  и  увидимъ,  чшо  она  не  содержишь  ника- 
кихъ  радикаловъ;  слѣдовагаельно  она  раціональная  Функція  количесшвъ 

II  тпакь  симметршная  функція  вида  (і)  встъхь  возяюжныхъ  зна^еній 
какой  нибудь  радикальной  функціи  ѵ  колигествь  ,  Ха....  х^  есть  раці- 
анальная  функція  этпихь  колигествь. 

§  1-^7.  Основываясь  на  эшой  гаеоремѣ,  легко  доказать,  что  всѣ  возмож- 
ныя  значенія  какой-либо  радикальной  Функцти  ѵ  сушь  корни  алгебраи- 
ческаго  уравненія,  кошораго  коеФФИціеншы  сушь  раціональныя  Функціи. 

Въ  самомъ  дѣлѣ:  уравненіе,  кошораго  корни  сушь  значенія  (6),  есгаь 

(г;— г;,)  (ѵ— ^ѵ—ѵ^)  (ѵ— О 

косффиціенты  Ѳ^,  в^,  Ѳз  ^^— і»        по  §64  выразятся  раціональными 

функціями  просшыхъ  симмегаричныхъ  Функцій: 

^5  ^■==.Ѵ^-\-Ѵ  аЧ-Ѵ  3+  Ч-Ѵ^ 

^  .■=.ѵ\-\-ѵ\-^ѵ\-\-  ч-ѵ* 

»         *  3  м 


когаорьтя  по  шеоремѣ,  доказанной  въ  предъидуп];емъ  сушь  раціональ- 
ныя  Функціи   ошносишельно  количесшвъ  X ^^....х ^\  слѣдовашельно 

коеффиціеншы   в^,  Ѳз,    вд}....  сушь  шакже   раціональныя  Функціи 

этихъ  количесшвъ.  И  гаакъ  всякая  радикальная  Функція  ѵ  количесшвъ 
лГі,  Л?2,,...Л'„  можешъ  быть  преобразована  въ 

гдѣ  Ѳі,  Ѳ2..,.Ѳ^  сушь  раціональныя  Функціи  лГі,  Х^....Х число  м.  есшь 
произведете  всѣхъ  показателей  радикаловъ,  входяи]^ихъ  въ  Функцію  ѵ,  а 
характеристика  V  знакъ  рѣшеяіе  уравненія  степени  я% ,  кошораго 
послѣдовашельные  коеффиціеншы  сушь  Ѳі,  Ѳ^у...Ѳ^. 
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§  1^8.  Распространимъ  эту  теорему  на  всякую  алгебраическую  Функ- 
цію.  Но  прежде  сосгаавимъ  себѣ  поняшіе  о  самой  общей  алгебраической 
Функдіи,  га.  е.  о  самой  общей  Функціи,  выраженной  конечнымъ  чнсломъ 
знаковь 

— ,  X,  и  V. 

Мы  будемъ  называть  V  неприводимымъ  (іггеЛисІіЫе)  когда  онъ  озна- 
чаетъ  рѣшеніе  такого  уравнения  ,  которому  не  можегаъ  удовлетворять 
никакая  радикальная  фтнкція  (что  существуютъ  такія  уравненія,  мы 
это  увидимъ  послѣ). 

Алгебраическими  ирраціональными  Функціями  перваго  порядка  мы 
сгаанем'ь  называть  Функціи  вида 

П  у  п  ^ 

А^^^   ^п^  І^^і»  І/Ѳ^у'^,  г,  м), 

гдѣ     означаешъ  раці опальную  Функцію  выраженій  въ  скобкахъ,  Ѳ^,   

раціональныя  Функціи  отъ  л:^,  х^.'-Хп,  п\,  п  ^,.,..  первоначальный  числа,  а 

Г==Ѵ{ф„  ф,,....фр),  ^=Ѵ(і/.,,  і^,,...ір^),..., 

неприводимые  V  уравненій,  въ  которыхъ   косФФИціенты:   фі,   , 

и  ірі,  ір^,...грд ...  суть  раціональныя  Функціи  отъ  х^,  ос^^  Хп. 

Ирраціональною  Функціею  2-го  порядка  назовемъ  Функцію  вида 

/(/-,,  г,....УѲ',,  Ѵд\,...у,  г,  и'...), 

гдѣ  Гі,  7' г....  суть  или  ирраціональныя  Функціи  перваго  порядка,  или 
радикальныя  перваго  порядка,  или  раціональныя,  Ѳ'і,  Ѳ'^...  ирраціональныя 
и  радикальныя  Функціи  перваго  порядка ,  п\,  п'\...  первоначальныя  числа,  а 

•    ~        У=Ѵ(ф',у  ф'^,..,.ф'р,),  г'=Ѵ{гр\, 

неприводимые  V  уравненій,  кошорыхъ  коеФФИціенгаы:   ф\,  ф'а-  "Ф'рц 

 ір'^^...  суть  ирраціональныя  Функціи  перваго  порядка. 

Такимъ  же  образомъ  мыопредѣлимъ  общіе  виды  ирраціональныхъ  Функцій 
3-го,  4-го,  5-го  и  т.  д.  порядковъ.  Вообще,  ирраціональная  фѵнкція  по» 
рядка  /л  есть  гаа,  которая  имѣешъ  видъ 
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гдѣ  К 2,...  сугаь  вообще  ирраціональныя  Функціи  порядка  /л. — 1  и  по* 
рядковъ  низшихъ,  Ѳ^,  Ѳ^,....       ,  ^і,  ф^...4}т^  %2ѵ%//г2  ирраціо- 

нальныя  Функціи  порядка /л — 1,  показатели  лі^,  гг^,  числа  первоначаль- 

ныя,  а  V  неприводимый  знакъ  рѣшенія  алгебраическііхъ  уравненіи.  Это 
выражеаіе  можешь  служишь  общимь  видомъ  всякой  алгебраической 
функціи. 

§  1^9.  Пусть  V  будетъ  ирраціональная  Функція  порядка  /л.  Возьмемъ 
въ  ней  одну  изъ  ирраціона^ъностей  порядка  //,  которая  пусть  будешъ 

(8)  ^=Ѵ(^х,  Ф.уФп^' 

Такъ  какъ  ѵ  есшь  раціональная  Функція  2\  то  она  имѣетъ  видъ 
а^+а,  2-Ю!  ,2  г'' 


(9) 


гдѣ        «л...  а«)  ^о?  ^і5"  содержать      а  Л  и  /  могушъ  быть  или 

больше  или  меньше  т\  но  первый  случай  можегаъ  быть  всегда  приведенъ 
ко  второму.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  выраженіе  (з)  даешъ 

(10)  5'"+5^,2--^н-^,2--'ч-   ^^=о; 

откуда 

(11)  ^  ^'^=-  ^х^"-'-  ^.^'"-'-....-^^^. 

Помножая  обѣ  части  этого  уравненія  послѣдовашельно  на  г',...  г*"**, 
ваходимъ: 

(12) 

(13)  2--Ь'=-55,2-+'-55,2--...._^„,.' 


(14)  2«=:_55,2«-х_^,2«-«-....-^^2«-- 

Изключивъ  г'^  изъ  уравненія  (і2)  помощію  уравненія  (ц),  изъ  ур.  (13) 
2^  и  2"*+'  помощію  ур.  (12)  и  (іі),  и  ш.  д.,  наконецъ  изъ  ур.  (14) 
-2^"',...  г'"  помощію  всѣхъ  предъидущихъ  уравненій,  всѣ  степени 

.     '  2"*,    л« 


сдѣлаюшся  раціональными  Функціями  г  степени  не  выше  т — 1.  Внеся 
ихъ  въ  выраженіе  (э),  Функція  ѵ  примегаъ  видъ 


зон 

^^^^  *        ''''    ЙІ"^-^^'"-»  ф(^' 


Означивъ  чрезъ 


(16) 


всѣ  корни  уравненія  (1і),  ш.  е.  всѣ  значенія  ирраціональности  я  при 
посгаоянномъ  значеніи  коеФФиціентовъ:  ф^,  ф^...,  ф^^-,  помножимъ  чи- 
слителя и  знаменателя  выраженія  (15)  на  произведете 

ф(^,),  (р(г,).   ^РС^т-і); 

пдлучаемъ 

Знаменатель  послѣдняго  выражения  есть  симметричная  Функція  корней 

г,  ^і,  ^/га-і '  ^  потому  онъ  выразится  раціональною  Функціею  косффи- 

ціентовъ  г^^,,  ,  ф^,....  ф^,^\  слѣдовательно  онъ  не  будегаъ  содержать  г. 
Числитель  '^[г).р  не   будетъ  содержать  ^і,  г^^....  это  нужно 

только  доказать  для  р: 

Произведеніе  р  есть  симметричная  Функція  корней  -г,,  2,^....  2^_^, 
а  потому  оно  выразится  раціональною  Функціею  коеФФИціеншовъ  урав- 
ненія 

(П)  СГ— ^і)  (г— ^.)..-  (г—*;„-0=<'»  « 

которое  получится  по  вставкѣ  у  въ  у  р.  (ю)  вмѣсто  «  и  по  раздѣлсніи 
первой  части  на  ^ — -г:  оно  будетъ 


^'"-^ч-С^б^-ьг)  ^'"-'+(^,+55I<г^-^')^'""^+(55а-+■5^,г-»-5^x^'^-^')^'"-"-ь  

(5^^-х-Ь5^^-.^+55^-з^'+...5^х^'"-'+^'"-^)=о. 
Слѣдовательно  />  выразится  раціональною  Функціею  полиномовъ: 

ф,+2,  ф,^ф,2Л-2\  Фт-.-^Фп,^.^-^  ф,2^-^-^2^-^. 

Но  какъ  послѣдніе  не  содержашъ  корней  ^і,  г,,....  шо  и  />  не  бу- 
детъ ихъ  содержать.  И  такъ  Функціи  ѵ  можно  дашь  видъ 


/ 


305 


гдѣ  €д,  Сі,  Са»....  И    К  н€  заключаютъ  ирраціональносгаи  г.  Зна- 

менатель Л  можегаъ  заключать  другія  ирраціональносгаи  V  порядка  /и; 
но  онѣ  переведутся  въ  числитель  такъ  же,  какъ  и  г.  Такимъ  образомъ 
въ  знаменателѣ  ѵ  исчезнутъ  всѣ  ирраціояальности  V  порядка  \л.  Послѣ 
шого,  по  способу  §  144,  мы  переведемъ  изь  знаменателя  въ  числитель 
радикалы  порядка  //,  отъ  чего  порядокъ  знаменателя  Функціи  ѵ  понизит- 
ся единицею;  потомъ  онъ  понизится  еще  единицею,  наконецъ  сдѣлается 
раціональною  Функціею ,  и  ѵ  будетъ  тогда  цѣлая  Функція  относительно 
ирраціональностей  порядка  [х. 

§  ІйО.  Вставляя  въ  г;  вмѣсто  г=:Ѵ(^^,  ^,,....  его  значенія  (іб);  по- 
шомъвмѣсто  мт=Ѵ(^^,  %2  5' всѣ  его  значенія  при  постоянныхъ  косффИ" 
ціентахъ  ^5.,,...  ^„»',  и  т.  д.;  однимъ  словомъ,  поступая  здѣсь  гаакъ 
же,  какъ  и  въ  §  145,  мы  выведемъ  всѣ  возможныя  значенія  Функціи 
число  которыхъ  равно  произведенію  показателей  всѣхъ  радикаловъ  на 
показатели  степеней  V,  Пусть  всЬ  эти  значенія  ѵ  будетъ: 

(18)  -     г;,,  ѵ^у,,,  ѵ^^. 

Разсмошримъ  симметричную  Функцію 

5=г/(ѵ,К/(г;  0+/(г;з )+.  •  ..+/(^  ^+....+/(^ 

означая  чрезъ  Ііу^  раціональную  Функцію  огаъ  ѵ.  Такъ  какъ  ѵ  имѣегаъ  видъ 

гдѣ  А,  Л  у  А'  А^"*~'^^  суть  ирраціональныя   Функція  порядка  /л  или 

порядковъ  низшихъ,  не  содержащія  г;  то  /{у)  будетъ  такого  же  вида. 
И  шакъ  мы  .можемъ  положить 

гдѣ  А^і  -^да-і  имѣютъ  то  же  свойство,  что  и  Л',  А\..,  А'^^'*~~^\ 

Вставивши  сюда  вмѣсгао  л  его  т  значеній 

ш.  е.  корни  уравненія 

(19)  :^^-^ф,^^~^-^ф,:Г-^+,,.^ф^=о 

при  посшоянномъ  значеніи  косФФицхенгаовъ  ^,,  ф^,,...  ф^  имѣемъ  урав- 
ненія: 

39 
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по  сложеніи  кошорыхъ,  получаемъ 

Здѣсь  5і,        5з,...  означаютъ  просшыя  симмешричныя  Функціи 

корней  ур.  (19),  а  потому  онѣ  выразятся  раціональными  Функціяіми 
коеФФИціентовъ  ^/^^,  ф^^-"  ^ти— і'  слѣдовашельно  2),  сумма  первыхъ  т 
членовъ  въ  5,  будешъ  раціональная  Функція  только  огаъ  А  о,  ^іѵ^,,^— 1> 
Фіі  Фчі'  -  Фпъ'  И°  какъ  послѣдніе  не  содержать  г,  то  и  2  ихъ  не  со- 
держигаъ. 

Взявши  ирраціональносшь  порядка  //: 

вноси мъ   вмѣсто  ея  въ  2  корни  уравненія 

ошъ  того  2  получитъ  пі  значеніи,  которыя  назовемъ 

2,,2„...  2^-. 

Сумма  ихъ 

/=2,+2,+...ч-2^,. 

есть  не  что  иное  какъ  сумма  первыхъ  тт'  членовъ  5,  и  по  предъиду- 
щему  докажется,  что  она  не  содержитъ  и.  Продолжая  здѣсь  сужденія  гаакъ 
же,  какъ  и  въ  §  146,  найдемъ  наконецъ,  что  полная  сумма  5  не  будегаъ 
содержать   никакихъ    ирраціональностей,    га.   е.    будешъ  раціональная 

ФуНКЦІЯ  Х^-,    Л^гѵ  Хп. 

Возьмемъ  теперь  уравненіе 
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когаораго  іѵорни  суть  всѣ  значенія  ирраціональной  Функціи  ѵ.  Коеа>ФИ- 
ціенты  его  Ѳ^,  Ѳ,,...  Ѳ^^  выразятся  раціональныіми  Функціями  силіліет- 
ричныхъ  Функцій  вида  Зр  —  ѵ^'-\-ѵ/'\^-ѵ/-+-...-\-ѵ^\  слѣдовательно  будут ъ 
раціональныя  Функціи  отъ  Х^^-.-Х^^.  Такимъ  образом ь  зіы  достигли 
одной  изъ  важнѣйшихъ  теоремъ  въ  Магаемагоическомь  Анализѣ,  а  имен- 
но: всякая  алгебрашескал  фупкціл  ѵ  нтъсколъкихь  колигеспгвъ  х^,  Х2,...х^^ 
способна  удовлетворять  алгебр  а  пгсс  кому  уравпенію  вида 

(20)  ѵ'-л-А  ^ѵ'''-^-^-А^ѵ''-^-+-  1     ^ ,  ~  о , 

гд/ъ       ,  Аз         А„  суть  раціопальныя  функціи  отъ  х^,  х,,...  х^^^,  т.  е, 

способна  бы7пъ  выражена  однилгъ  знакомь 

V  [А,,  А,,..,.  А^). 

На  этой  шеоремѣ  новѣйшіе  Геометры  основываютъ  раздѣленіе  Функцій 
на  Алгебраигескіл  и  Трансцендентныя.  Трансцендентная  Фуыкція  есть  та, 
которая  не  способна  удовлетворять  уравненію  вида  (20^. 

§  151,  Въ  §148  мы  преднолоишли  существованіе  такихъ  уравненій,  ко- 
шорыхъ  корни  не  могутъ  быть  выражены  никакою  радикальною  Функ* 
ціею;  остается  теперь  намъ  это  доказать. 

Радикальное  рѣшеніе  общаго  уравненія  второй  степени  было  еще  извѣ- 
стно  /^іофанту.  Въ  половинѣ  16-го  столѣтія  Тарталеа,  Кардань  и 
феррари  дали  радикальное  рѣшеніе  общихъ  уравненій  3-й  и  4-й  степени. 
По  примѣру  ихъ  Геометры  стали  искать  подобныя  рѣшенія  для  обш;ихъ 
уравненій  5-й  и  высших ь  степеней;  но  всѣ  старанія  ихъ  были  тш,ет- 
ны,  и  нѣкоторые  изъ  нихъ  стали  уже  отказываться  отъ  дальнѣйтихъ 
изысканій  Наконецъ  Норвежскій  Геомегаръ  Абель  доказалъ  невозмож- 
ность радикальнаго  рѣшенія  общаго  уравнснія  5-й  степени.  Прежде  не- 
жели мы  изложимъ  это  доказательство,  разсмотримъ  нѣкоторыя  не- 
обходимыя  для  того  леммы. 


(♦)  Лаграижъ  говоритъ:  чіі  рагаіі  Гогі  (Іоиіеих  ^и'аисипе  (1е  сев  тсЧЬосІев  Зоппе 
'»]атаІ5 1а  гёбоіиііоп  сотріеііе  беиіетеііі  сіа  с^п^иіеше  (1ё§гё,  еЬ  а  ріиз  Гогіе  гаІ80П  ^ез 
»>йё§гё8  8ирёгіеиг5;  сеііе  іпсеііііисіе  )оіпІе  а  1а  Іоп^иеиг  гёЬиІапІе  (Іез  саісиіз  4и'е11е8 
•ёхі^епі;,  езі  ргорге  а  еІГгауег  сГаѵапсе  Іез  ріпз  іпігёрісіез  саісиіаіеигй. 

Достойны  замѣчанія  слова  Фурье  о  несообразности  требовать  радикальнаго  рѣше- 
иія  всякаіо  уравнеиія: 

вРгороБбГ  гёвоіісіге  аіпві  ипе  ё^иа^1оп  ёіёѵёе,  с'сбі:  акві^пег  сѴаѵапсе  сегіаіпез  орёга- 
вііопз  4ие  Гоп  а  ѵоиіи  сіюізіг,  заѵоіг  сеііез  411!  зегѵепі;  а  ехігаіге  Іез  гасіпез  саггеез? 

39^ 
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О  хислть  разлшныхь  знагеній ,  прииилшежыхь  раціонаяъною  функціен^ 
нтьсколъкихь  колшествъ^  оть  перестановки  зтихъ  колшествь  встълш 
еозлюжнылш  образалш. 

§  1^2,  Пусть  ,  х^,  ос^,...  лг^^  будетъ  раціональная  Функція  нѣ- 

сколькихъ  количесгавъ  Хі,  х^,..>  х^^.  Перемѣняя  эти  количества  одни 
на  другія,  значеніе  ѵ  можегаъ  йз^іѣняться,  и  извѣстн®',  что  число  всѣхъ 
различныхъ  значеній  г;  не  будетъ  больше  произведенія  цл— І.2.3...7Л,  пі.  е. 
числа  всѣхъ  возможныхъ  пересшановокъ  изъ  т  буквъ  по  т. 

ГІоложиліъ,  что  мы  произвели  всѣ  /х  пересшановокъ,  и  что  всѣ  значе- 
ніа  V,  соошвѣш<;швующія  этимъ  пересіпановкамъ  сушь: 

(1)  '  V,,  ѵ„  -Уз,....  г;^; 

они  могушъ  быть,  или  всѣ  равныя,  или  всѣ  различныя,  или  только  нѣ- 
кошорыя  изъ  нихъ  равныя.  Разсмошримъ  посдѣдній  случай. 

Положимь,  что  ѵ  нмѣсіпъ  вь  ряду  (і)  к — 1  членовъ  себѣ  равныхъ 
которые  пусшь  будушъ  начальные;  шакъ,  чшо 


(2) 


а  всѣ  остальные  члены   не  ра®ньт   имъ.  Замѣтивши   перестановку,  по- 
средствомъ  которой  членъ   ѵ^^^^^  произошелъ  отъ  ѵ^,  приложиж*&  ее  къ 
каждому    изъ  членовъ  (2);  отъ  того  мы  получимъ  к  новыхъ  значеній 
неравныхъ  предъпдущимъ,  но  равныхъ  между  собою  и=г;я  ^ пусть  они 
будушъ 


»сиЪіцие8,  ^па^^іёте8^  еіс,  еЬ  (1етап(1ег  Лап8  ^ие1  огЛге  іі  іаиі  еГ^есІпег  пп  потЬге 
"Іітііё  (Іе  ІеІІез  орегаііопз,  еп  вогіе  ^ие  1е  гезиЧаІ  сіе  Іа  сіегпіёге  сіоппе  Іоиіез  Іев 
вгасіпез.  Ь'апа1о§іе  зесопсі  (Зё^гё  езЬ  ігор  іпсотріёіе  роиг  і'оп(1ег  се]'и§етеп1  а  ргіогі 
язііг  Гёзрёсе  сіез  орёгаііопз.  II  еіаіі  тёгае  аззег,  Гасііе  сіе  ргёѵЫг  ^о'ип  потЬге  Іітііё 
»сІ'ехІгасІіоп8  сіе  гасіпез  (1е  (Ііѵегз  огсігез  пе  реиі  раз  согкЗніге  а  1а  соппаіззапсе  еГГесЬІѵе 
«^ез  ѵаіеигз  сЬегсЬёез,  саг  І1  п'у  а  аисипе  ехігасііоп  гасіпе  ^иі  (Зоппе  еп  потЬге 
»гёе1  ріиз  (Зспх  ѵаіеигз  (ЗіГГёгепІез,  еі  Гоп  пе  ѵоіі  раз  соттепі  і1  зегаіі  роззіЫе 
).^и'еп  еГГесЬиапЬ  пп  потЬге  Гіпі  Ле  сез  орёгаііопз,  оп  аггіѵаі  а  ипе  ^егпіёге  ^иі  Лоп- 
"пегаіЬ  ап  пошЬге  ітраіг  <іе  ѵаіеигз  (ІіШгепІез. 

(♦)  Здѣсь  подъ  словомъ  равныя  должно  понимать  тожсствепныя\  т.  е.  два  значе- 
нія  Ѵі  11  Уз  равн^і  между  собою,  какія  бы  ни  были         д;»,...  лг/и.  Напр. 
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ІІри.юживъ  къ  каждому  изъ  нихъ  перестановку,  посредсшвомъ  кото- 
рой ѵ^к-і-і  происходить  отъ  ѵ^_^^уЫы  получимъ  еще  К  новыхъ  значеній 
V,  отличныхъ  отъ  (2)  и  (з)і  но  равныліъ  между  собою  и  равныхъ  ѵ , « _^ і . 
Означимъ  ихъ  чрезъ 

Продолжая  такимъ  ооразомъ  далѣе,  мы  дойдемъ  до  ряда,  состоящаго  изъ 
к  равныхъ  значеній  ѵ,  которыми  и  кончится  рядъ  Въ  самомъ  дѣлѣ: 
изобразиБъ  послѣдній  рядъ  равныхъ  значеній  чрезъ 


и  положивъ,  что  значеніе  ,  гдѣг<й;,  есть  послѣдній  членъряда 

значен!  я: 

должны  входить  въ  предъидущіе  ряды,  а  потому  должны  быть  равны 
нѣкоторымъ  изъ  значеній  ѵ^,  'і^к-і-ц  ѵ^к-+^і,  ^(^-.г)ж-і-і >  слѣдовательно 
и  будетъ  равно  одному  изъ  послѣднихъ.  Но  это  невозможно. 

И  такъ  всѣ  /л  значенія  Функціи  ѵ  раздѣлились  на  ^  группъ,  содержащихъ 
по  к  равныхъ  членовъ,  а  потому 

,  //=1.2.3  т=^к; 

откуда  видимъ,  что  число  различныхъ  значеній,  получаемыхъ  раціональ- 
ною  Функціею  V  отъ  перестановки  количествъ  ^^ ,  а:^, —  всѣми 

возможными  образами,  всегда  есть  дѣлитель  произведенія  1.2.3  т. 

§  153.  Разсмогаримъ    теперь  различные  виды  перестановокъ.  Пусть 

а,Ъ,  с,  с/у         и  а,  ^3,  у,  §  будутъ  значки  количествъ       д;^,  •^тп^'^ 

какомъ-либо  порядкЬ,  и  положимъ,  что  л,  6,  с^  с?,...  замѣняются  соот- 
ветственно значками  а,  у,  В,.,.:  такую  перестановку  мы  будемъ 
означать  выраженіемъ 

(а,  Ь,  с,   ^ 

Ясно,  что  свойство  перестановки  не  измѣнится  отъ  перемѣны  мѣсгаа 
вертикальныхъ  паръ  значковъ;  шакъ,  что  предъидущему  выраж*^нін) 
можно  дашь  видъ 


/й,  с?,  с,  а,. .л 
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ИЛИ  '    '      И  пр. 

[а,  5,  В,  у,...) 


Основываясь  на  эгаомъ,  можно  въ  каждой  перестановкѣ  порядокъ  вергаи- 
кальныхъ  паръ  значковъ  подчинишь  правилу  (§  43,  З).  И  гаакъ  пере- 
сшановки: 


)  /г,  с,  е,  а,/,  а,  Ъ,  Н 


,^,Л,  7г^а,а,Г^ЬМ  , 
/г,     й-,  а,/,Ь,  с,  е) 


обращаются  въ 


^?^?      С)    ^5  '^у^) 


Отличительный  признакъ  перестановокъ  вида  [а)  сосшоитъ  въ  гаомъ, 
что  нижнін  рядъ  кончится  тою  буквою,  которою  начинается  верхній. 
Чтобы  повторить  такую  перестановку,  стоишь  только  въ  нижнемъ 
ряду  начальную  букву  переставишь  на  конецъ.  Въ  §  43  мы  видѣли,  что 
перестановка,  состоящая  изъ  п  буквъ,  будучи  совершена  п  разъ,  приво» 
дишъ  буквы  къ  начальному  положенію;  напр.  перестановка  («),  будучи  со- 


вершена  9  разъ,  приводится  къ 


Это  послѣдовашельное  по- 


втореніе  одной  и  той  же  перестановки  подобно  вращенію  круга  въ  про- 
шивную сторону  порядка  буквъ  въ  верхнемъ  ряду;  шакъ  напр.,  напи» 
савши  по  окружности  круга  буквы  верхнягоряда  перестановки  (а),  имѣемъ 


Повернувъ  кругъ  справа   налѣво  на  одну  букву,  получимъ  нижній  рядъ 
Л,  Л,  О}  а,  /,    с,  е  первой  перестановки;  повернувъ  кругъ  еще  на  одну  букву, 
будемъ  имѣть  нижній  рядъ  второй  перестановки,   и  га.   д.  Ясно,  что 


311 

послЬ  9  движеніи  кругъ  сдѣлаегаъ  полный  оборошъ,  и  буквы  воротятся 
на  прежнія  мѣста. 

Перестановки  вида  [І»),  (с),  (^)  сосгаоятъ  изъ  нѣсколькихъ  перестано- 
вокъ  вида  (а).  Такъ  въ  (^),  при  псзшореніи  одной  и  той  же  перестановки, 
6  первыхъ  буквъ  и  2  послѣднія  ошдѣльно  будутъ  совершать  кругообра- 

с  ^  Ь 

щенія,  и,  въ  шо  время  какъ  кругъ  7  '      совершишь   полное  обращеніе, 

кругъ    •    '    •  обернется  два  раза;  послѣ  чего  круги  придутъ  въ  преж- 

нее  положеніе.  Вообще,  когда  въ  какой  нибудь  пересшановкЬ,  состоящей 
иЗъ  п  перестановокъ  вида  (а),  число  буквъ  въ  главной  (т.  е.  въ  которой 
больше  всѣхъ  буквъ),  которое  назовемъ  есть  кратное  всѣхъ  прочихъ; 
тогда  ошъ  повторенія  данной  перестановки  р  разъ,  буквы  придутъ  въ 
начальное  положеніе,  Въ  пересшановкѣ  (с)  буквы  верхняго  ряда  придутъ 
въ  начальное  положеніе  послѣ  5.5=15  разъ  повшореній  перестановки; 
потому  что  круги 

.  а  . 

Л        /  .  <^  . 

*  у.  '    •  В  •  а 


обращаясь,  могушъ  придти  въ  прежнее  положеніе  только  тогда,  когда 
первый  кругъ  обернется  3  раза,  а  второй  5  разъ,  т.  е.  послѣ  15-ти 
движеній. 

Перестановка  (с?)  сосшоишъ  изъ  трехъ  перестановокъ  вида  (а):  первая 
содержишь  6  буквъ,  вторая  4,  третья  2,  круги: 


^    .  а 


придутъ  въ  начальное  положение,  когда  первый  обернегаіся  2  раза,  второй 
3,  трешій  6,  т.  е,  послѣ  12- ши  движеній,  и  шакъ  пересга.  [сі),  будучи 
совершена   12  разъ,  приводишь  буквы  въ  начальное  положеніе.  Вообще 
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если  какая  нибудь  перестановка  сосгаоигаъ  изъ  нѣсколькихъ  другихъ 
вида  (а),  изъ  когаорыхъ  первая  содержигаъ  р  буквъ,  вторая  ^^  третья 
г,  н  пр.;  то  наименьшее  дѣлимое  чиселъ  р,  г,...,  будетъ  означать, 
сколько  разъ  должно  совершить  данную  перестановку,  чтобы  буквы 
пришли  въ  прежнее  положеніе. 

Въ  пересгаановкѣ  (с)  зіожно  не  обращать  вниманія  на  буквы  I,  т,  п,  р; 
потому  что  они  остаются  на  своихъ  мѣсшахъ.  Такъ,  что  перестановка 
(е)  все  шо  же,  что 

[с,    /^,  Іі,  а) 

§  1^^.  Означимъ  всѣ  возможныя  переложенія  значковъ  х^,  х^,,..х^ 
по  т  чрезъ 

гдѣ  (х-=±.  2. ...т.  Переходъ  отъ  одного  переложенія  Аг  къ  другому  А^, 


или  перестановку,  мы  сгаанемъ  изображать  чрезъ["^'^],  а  значеніе,  кошо- 

рое  получаетъ  ѵ  отъ  этой  перестановки  чрезъ  '^^^'^і*  ^^*^**  послѣ  пере- 

(АА  (АА 
становки        |  производится  другая        |  ;  гао  значеніе  ѵ,  происходящее 

отъ  этихъ  двухъ  пересшановокъ,  будемъ  означать  шакъ:  ѵ  |*|^'^'|' 

А  если  къ  V  прилагается  р  разъ  одна  и  ша  же  перестановка   I  ^  шо 

(а 

поелѣднее  значеніе  ѵ  будемъ  изображать  чрезъ  ѵ 

Приложимъ  къ  данной  Функціи  ѵ  какую  нибудь  пересшановку      ^  >  и 
повторимъ  ее  нѣсколько  разъ;  ошъ  того  ѵ  получигаъ  рядъ  значеній: 
(АА         (Аа^       (АгУ  ^ААр 

ѵ=ѵ  ^^^^ ,  V 1^^^ ,  V  ^^^^  . 

идя  слѣва   направо,  мы  должі 
і=іѴ  І^^І  *  шо  перестановка 


Ясно,  то  въ  эгаомъ  ряду,  идя  слѣва  направо,  мы  должны  встрѣшишь 
опяшь  значеше  ѵ.  Пусть  Ѵ'=:л  шо  перестановка   /  ,  будучи  при- 
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ложена  р  разъ  къ  какому  нибудь  члену  ряда  (4)  возвратитъ  ему  его  зна- 
ченіе,  гаакъ,  что 

гдѣ  а  какое  нибудь  цѣлое  число;  поэтому 

Пусть  р  будегаъ  наибольшее  первоначальное  число  въ  ряду  152,35...  т,  и 
положимъ,  что  число  всѣхъ  различныхъ  значеній  ѵ  меньше  р\  то  между 
р  какими  нибудь  значеніями  ѵ  два  необходимо  должны  быть  равны  ме- 
жду собою.  Слѣдовашельно  рядъ 

долженъ  имѣш[ь  покрайней  мѣрѣ  два  члена  равные.    Пусть  они  будушъ: 

(АА 

приложивъ  къ  нимъ  р — I  разъ  перестановку        ,  находимъ 


ш.  е. 


Положивъ  к-\-р — г=^,  имѣемъ 

Слѣдовагаельно  значеніе  ѵ  не  перемѣняешся  огаъ  повторенія  р  разъ  пере- 
сгаановки  ,  а  потому  оно  не  перемѣнишся  ошъ  повторенія  этой  пере- 
становки       разъ,  гдѣ  ]3  цѣлое  положительное  число;  и  шакъ 


(5)  . 


по 


Такъ  какъ  к  іі  г  меньше то  к — і  <  р\  слѣдовагаельно  ^=1'к+^ — і  не  дѣ- 
лишся  на  -р  безъ  осгаагака.  Число  по  положенію,  первоначальное,  а  по- 
тому ^  и  р  не  имѣюшъ  общихъ  дѣлпшелей.  ІІзвѣстно',  что  въ  шакомъ  слу- 
чаѣ  можно  выбрать  два  цѣлыя  числа  а  и  ^3,  удовлетворяюш,ія  уравненііо 

д]3—ра=і  плн  ^^3=ра-^±; 
огпъ  того,  по  ур.  (б),  будешь 


Но    ѵ=ѵ  {^^1    і  слЬдовательно 


II  тлкъ:  ес.ш  яснело  знагелій  дайной  функціи  ѵ  женьше  р,  иаибольишго  пср' 
вонаіалънаго  гисла,  заклюгеннаго  въ  ряду  1,2,3',...  т;  то^  прилагал  кьпей 
перестапооку ,  возвращающую  буквы  въ  прежнее  положеніе  послтъ  р  разъ  по- 
еторенійу  07іа  не  будешь  измѣиятъ  своего  знагеніл. 

§  Ібэ.  Ясно,  что  перестановки:  ^ 

іа,  Ъ,  с,  а,  е,  .../,^,  1г\        { Ъ,  с,  с2,  е,  .../,^,  /г,  а\ 
\Ь,  с,  (1,  е,.../;^,Л,  а]        !с,а,  Ь^сі,  е, 

гдѣ  чпсло  буквъ  въ  каждомъ  ряду=/?,  возврапцаюпіъ  буквы  въ  прежнее 
положеніе  послѣ  р  разъ  повшореній  слѣдовашельно,  по  предъндуш,еи 

шеоремѣ,  значеніе  Функціи  ѵ  не  измѣнигася,  если  къ  ней  приложимъ 
послѣдовательно  эти  двѣ  перестановки.  Но  бнЬ  совокупляются  въ  одну 
перестановку 

Іа,  Ь,  с.сі^ .../,  /Л 

которая  есть  не  что  иное  какъ  перестановка 

я,  Ь,  с 
с,  а,  Ь 


(•)  Дія  первой  эгао  ясно,  потому  чгао  она  вида  (а),  см.  §155;  вторая  н;е  при- 
водится къ  этому  виду  ошъ  перестановки  вершнкальиыхъ  парь  зиачкоьъ:  она  будешь 

/,  ..  .       (I,  Ь,  Л 

^  ^  а] 
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а  послѣдняя  можешъ  быть  произведена  посредсшвомъ  двухъ  слѣдующихъ: 

«]  "  [с,  Ь 

И  шакъ  значеніе  по  совершенін  эшихъ  двухъ  пересшановокъ,  не  нзмѣ- 
няешся,  ш.  е. 


\а,  Ь\  (Ь,  с\ 


Такъ  какъ  я,  с  означаюшъ  какіе  ииоудь  значки,  то  мы  нмѣемъ  право 
написать 


ѵ—ѵ 


\с,  Ь]  \сі, 


{а,  Ь\  (5,  с] 
^  [б,  а)  [с  ь}   "  "Р"^^ 


ВзлБши  вмѣсто  г;  ея  значеніе  ѵ  I/     ,     '     ,  и  приложивъ  къ  нему  пе- 


с\    _  .      [а,  1,\ 


рестановку  |^   ^5   получимь  значеніе  ^       ^  '  которое  отъ  перестанов* 


(с,  с1\  (а,  1\  (с,  сА 

ки    I  Ѵ     I  даегаъ  ѵ  \  ,        |  .       ;  слѣдовательно 


/а,  Ь\  (с,  с1\_       'Ь,  с   (с,  сі 


а  потому 

{а,  Ь\  (г,  сі 

Отсюда   заключаемъ,  что  значеніе  ѵ^ТіХі,  х^....  не  перемѣнигася 

отъ  двухъ  послѣдовательныхъ  перестановок ь  сила  [>азу!мѣя  подъ  а 

и  6  два  какіе  нибудь  указателя  количесиівъ  х^,...  х^^^.  Такого  рода 
перестановку  Коши  и  Абем  назвали  псреапьщеіпеліъ  (  Тгаи^робіііои  ) 
(«БесГеііипд).  И  такъ  ошъ  четнаго  числа  перемѣщеній  значсніе  ѵ  не  из- 
мънится.  Но,  произведя  неремѣщеніе  одпнь  разъ,  ѵ  можетъ  принять 
другое  значеніе,  которое  ошъ  четиаго  числа  пере.мѣщеній  сохраняется; 
слѣдовательно  всѣ  значенія  ѵ,  происходяш,ія  отъ  нечешнаго  числа  пере- 
мііШ,еній,  будугиъ  также  равны  между  сооою. 

Такъ  какъ  всякая  перестановка  можетъ  быть  произведена  чрезь  опре* 
дѣленное  число  перемѣщеній   то  заключаемъ,  что  изъ  всѣхъ  возможныхъ 
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значеній  ѵ  только  два  могут ь  быть  различный;  поэтому  имѣемъ  слѣ- 
дуюш;ую  теорему: 

Если  гисяо  разлішіыхъ  знагсній,  принилшемыхь  раціональною  функціею 
колигествъ -к.  ,  х^,...  х  ^оть  перестановки  этихь  колигествъ  ліежду  собою 
встъліи  возможнылш  образалш,  ліеныие  наиболыиа  го  первонагальнаго  гисла ^ 
заклюьеннаго  вь  ряду  1,  2,  3,...т;  то  оно  не  больше  1-хъ ,  т.  с.  =1  или  2. 
Эту  теорему  далъ  Коши  {^). 

функціи  подобныл  и  непоЪобныл, 
§  1^6.  Пусть  будетъ  дано  уравненіе 

котораго  корни  означиліъ  чрезъ  ^с^.,  л:,,...  х^^^.  Имѣя  видъ  раціональной 
функціи  этихъ  корней 

можно  всегда  составить  уравненіе,  котораго  корни  будутъ  всѣ  нерав- 
ныя  значеніа  ух  это  мы  показали  въ  §  64.  Пусшь  г=ф(,г^,  х^^.>.  Х„^) 
будетъ  другая  раціональная  Функція  корней  х^^а:^,...  которая  отъ 
всѣхъ  возможныхъ  перестановокъ  этихъ  корней  имѣетъ  одинаков  число 
значеній  съ  у,  и  измѣняетъ  или  сохраняетъ  свое  значеніе,  смотря  по  то- 
му, будетъ  ли  у  измѣнять  или  сохранять  свое  значеніе.  Такія  Функціи 
называются  подобными  (ЗетЫаЫсз).  Главное  свойство  ихъ  состошпъ  въ 
томъ,  что,  зная  какое-либо  значеніе  одной  изъ  нихъ,  мы  можемъ  опре- 
делить соответствующее  значеніе  другой.  Чтобы  это  доказать,  поио- 
жимъ,  что 

(1)  Гі,  Га)  ^зѵ. 
суть  зпаченія  Функціи  у,  а 

(2)  ^і,  2.,,  2^,... 

соотвѣтствующія  имъ  значенія  л;  такъ,  что  когда  ,  отъ  какой-либо 
перестановки  перейдемъ  въ  у-^ ,  гдѣ  Я<//,  то  отъ  той  же  перестановки 
2  перейдетъ  въ  г^.  Примемъ  значенія  (і)  за  извѣстныя,  и  опредѣлимъ 
по  нимъ  значенія  (2). 


(♦)  іоигпаі  <1е  ГЕсоІе  Ро1у^ёсЬпі^ае,  саЬіег  17. 


Функція 

гдѣ  })  цѣлое  число,  симметрична  относительно  корней  х^,  Хг,,..  х^^^\  по- 
тому чшо,  отъ  перестановки  ихъ  какимъ  нибудь  образомъ,  одинъ  изъ 
еа  членовъ  переходитъ  въ  другой;  слѣд.  Рр  можно  всегда  выразить  ра- 
ціональною  Функціею  коеФФИп,іентовъ  а,,...  а^^.  Полагая   /^— О,  1, 

2,...  /л,  и  сдѣлавъ  ^=1,  находидгь: 

гдѣ  Р„,  Р^,...  Р/л_1  будутъ  извѣсганы. 

Помноживши  первыя  /л — 1  уравненія  соошвѣшственно  на  неопредѣленные 
множители  В^_г.,  Бу^_з,...  В„  В,,  и  сложивши  ихъ  съ  послѣд- 

нимъ  уравненіемъ,  получаемъ 

(3)  СГх/'-^+В,г/-'-Ь...+^//-=>'х+^/''-х>х  I 

{у,'^-'+В,г^1^-^+...+В^_,Г.+В^^,)г\^Р^В^_^+^ 
Чтобы  опредѣлить  отсюда  одно   изъ  значеній  2,  напр.   2,,  положимъ: 


ЗІ8 

Откуда  виднмъ,  что  неопредѣленные  множители  В^^  В^,...  В суть 
коеФФііціенты  уравнеиія,  кошораго  корни  суть^д,  /зѵ  У//*  Это  уравненіе 
иегко  получать:  сосшавилъ  по  §  64  уравненіе,  котораго  корни  были  бы 
Гі,  У^,  7зѵ.  Г/ч»  и  означимъ  еіо  чрезъ 

то  искомое  уравпеніе 
будетъ 

Г— У  г  " 

слѣдовательно 

^х=^х+Гх 


Наконсцъ  уравненіе  (з)  даетъ 

РоВ^_,+Р^В,^_,-і-...+Р,,_.В,+Р,,_,  _ 

^(Гх) 

Такъ  какъ  ф[у)—(уг — Уі)Р{У)-^  то,  взявши  производную  по  §  14,  нахо- 
ди імі 

а  потому 
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* 

 -щу^^  

Въ  послѣднемъ  выраженіи  все  извѣсіпно;  и  шакъ  мы' достигли  своей 
цѣли, — выразили  раціональною  Функціею  ^^.  Всшавляя  вмѣсто  про- 
чія  значенія        ^з>*- /д'  находимъ; 



Такимъ  образомъ  каждое  изъ  значеніи  л  выразилось  раціональною  Функ- 
ціено  соошвѣшсшвующаго  ему  значенія  у  и  коеФФиціенгаовъ  даннаго  ура- 
внен ія. 

§  1э7.  Разсмогаримъ  теперь  случаи,  когда  число  значеніи  Функціи  у 
не  равно  числу  значеній  Функціи  г:  такія  Функціи  называются  непоЪоб- 
ныліи, 

і)  Положимъ  сперва,  что  у  имѣетъ  больше  значеній  нежели  г,  и,  чшо 
отъ  шѣхъ  пересгаановокъ,  которыя  не  измѣняюшъ  функція  у  полу' 
чаетъ  Л  различныхъ  значеній;  пусть  будушъ 

всѣ  значенія^*,  а 

всѣ  значенія  г,  какъ  равныя  шакъ  и  неравный. 

Послѣднія  раздѣляюшся  на  нѣсколько  періодовъ,  заключающихъ  по  Я  рав" 
ныхъ  членовъ;  положивъ  //=Я^,  изобразимъ  эти  періоды  чрезъ 


(♦)  Здѣсь  предполагаегася,  чшо  получается  изъ  «  и  /л  изъ  ^  чрезъ  одинакія 
перестановки. 
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Выраженіе  вида 

будешъ  симметричная  Функція  огаь  х^,  л^,...  ^г^,^,  а  потому  мы  мо- 
жемъ  его  выразишь  раціональноЕО  Функціею  коеффиціентовъ  а^,  Ла,...  я^. 
Такимъ  образомъ  мы  будемъ  знать  суммы: 


Помноживши  эгаи  равенства,  исключая  послѣдняго  ,  на  неопредѣленные 
множители  Віл._^,  В^_.^,...  В^,  сложивши  ихъ,  и  положивъ  для  сокра" 
щенія 

получимъ  уравненіе 

отсюда  легко  опредѣлить  каждое  изъ  значеній 

Для  опредѣленія  2^,  положимъ  ^\Гя)~о,  /'(х з)=го,. ..  -^(Уу^^гго;  отъ 
того       ,  В^у-  В^х—г  будугаъ  коеФФиціенгаами  уравненія 

Чтобы  получить  это  уравненіе,  сосшавимъ  сперва  по  §  64  уравненіе 

и  ошдѣлимъ  потомъ  отъ  него  корень  ^,.  И  такъ 

и 
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а  потому 

ЗдЬсь  знаменатель  і''(Гі  )  можно  гаакъже,  какъ  ивъ  предъидущемъ  §,  за- 
мѣнить  ф^Уг)' 

Замѣняя  прочими  значеніями  Уз,...  /^и,  мы  найдемъ  осшальныя 
значенія  г,  изъ  когаорыхъ  будетъ  по  X  равныхъ  между  собою 

2)  Здѣсь  нельзя  выразишь  у  чрезъ  или  когда  число  значеній  у  мень- 
ше числа  значеній  г\  то  г  нельзя  выразишь  чрезъ  у,  Въ  самомъ  дѣлѣ: 
положивъ,  чшо  равныя  значенія  у  сушь: 


^равйеніе 
примешь  видъ 

сдѣлавъ  для  сокращенія 


отсюда,  полагая  послѣдовашельно  р-=0,  1,  2,...  Л — 1,  имѣемъ: 


(^')  Чшобъ  не  слишкомъ  удалишься  ошъ  нашей  цѣли,  мы  не  станемъ  здѣсь  дѣлашь 
примѣромъ:  шеорія  сама  по  себѣ  ясна. 
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Поступивши  съ  этими  уравненіями  шакъ  же,  какъ  и  въ  предъидущемь 
случаѣ,  получимъ 

Положивъ  ^(72)=о,...  і^(7;^)=о,  находимъ 

ф\у^У=Г[у^),  а  ф(7)=оестьуравненіе,  кошораго  корни  суть  всѣ  раз- 
личныя  значенія  ^*.  Такимъ  же  образомъ  опредѣлимъ  ^з,^^,...  помо- 
ыцю  соотвѣгасгавенныхъ  имъ  значеній  у. 

Но  каждое  значеніе  г  нельзя  выразишь  раціональною  Функціею  зна- 
ченія  у:  мы  можемъ  только  сосшавишьі  уравненія  ,  которыхъ  корни 
будушъ: 

Докажсхмъ  это  для  первой  группы  значсній  г. 
Пусть  будегаъ 

симметричная  Функція  ошъ  г^,...  г(^_^^-^^^і  .  Прилагая  къ  эгаимъ  зна- 
ченіямъ  г  перестановки,  не  измЬняюш,ія  значенія  у^^,  они  не  будушъ  вы- 
ходить изъ  первой  группы  значеній  г,  а  будушъ  только  мѣняться  одно 
на  другое;  слѣдопашельно  5  не  измѣняешся  ошъ  пересшановокъ,  не  измѣня, 
ющихъ  ^і.  Но  ес-^и  къ  нимъ  приложимъ  перестановку,  ошъ  которой  у\ 
переходигаъ  въ  (полагая  ±<у  <Я^;  то  первая  группа  значеній  з  пере- 
мѣнишся  въ 

а  ошъ  того  можешъ  перемѣнишься  и  5.  Отсюда  заключаемъ,  что  5  есшь 
или  подобная  Функція  у,  или  неподобная,  но  имѣющая  меньше  значеній 
нежели  у.  А  потому  во  всякомъ  случаѣ  можно  выразить  5  раціональною 
функціею  7^1.  Слѣдовашельно  въ  уравненіи 

коеФФиціенты   5,,  Ъ^,  Ъ^,...  выразятся  раціональными  Функ- 

ціями  /^.  То  лее  самое  и  для  прочихь  группъ  значеній  г. 
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§  1^8.  На  гаеоріи  подобныхъ  и  неподобныхъ  Функцій  хЖагранокъ  осно- 
валъ  способъ  радикальнаго  рѣшенія  нѣкошорыхъ  уравненій.  Мы  эшимъ 
воспользуемся  для  доказагаельсгава  возможности  радикальнаго  рѣшенія 
общихъ  уравненій  3-й  и  4-й  степени. 

1)  Пусть  дано  уравненіе 

кошораго  корни  суть  х^-,  х^,  х^.  Возьмемъ  линейную  Функцііо 

гдѣ  а^-ьач-1=:о:  она  отъ  перестановки  х^^,  х^  принимаетъ  6  раз- 
ныхъ  значеній 

I  =л?і-ьал'2Ч-а'л7з  і^-=:Хі'Л-о.х^-\-а'^Х2 

і^г:=х^-Ьах^+а''Хх  гь=Л72-і-ал'іЧ-а'л^5 

і^г=Ха-^аХх-^а'х^  і^—Х^-^ах^-^а^^Хт^', 

но  ея  степень 

е—{хг+ах^-\-а''х^У=г^ 

имѣетъ  только  два  значенія.  Чтобы  это  доказать,  возьмемъ  всѣ  шесть 
эначеній  Ѳ: 

(1)  (х^-^ах-^-^а'^х^У  (4)  {Хг+ах^-^-а'^х^у 

(2)  {х^+ах^-^-а^Х^У  (б)  (х.^-^ах^-^-а^^ХіУ 

(3)  {х ^л-ах ^-^а"" X г,У  (б)    (^з-ьад;^ч-а^^Гі)  % 
н  помножимъ         (2),  (4)  и  (5)  на  а'=1:  находимъ 

( і) = а '  (^^С I  Ч-а^%  ч-а  ^  3 )  =:(аа;  I  Ч-а  '  ^  2 +а  ^  <^  3 )  ^  ==  (««27 1 +а  ^  2      3  )=(3) 

(2  ) — а  (л:         3 ' I )  =(«'^  2+«, 'а^з  Ч-а  ^  Л7 1 ) '  =  (ад:  2 +а  =Д7  3  Ч-л;  I  )=(  1) 

(4)=а=(л;іЧ-ал?зЧ-а''д;8)'=  [аХг-^а^х^-^а''х^У~(аХі-\-а''х^'\'Х^)={5) 

(  5) — а  (  Л7         I  Ч-а  л^з )  ^  =  (ал;  2  ч-а  '   I  Ч-а  ^  д;  3 ) '  =  (а  л:  вЧ-а     ,  ч-Л"  3 )— (б) ; 

слѣдовагаельно  (і)=(2)  =  (з)  и  (4)=(5)=(б).  А  потому  д  имѣегаъ  шоль 
тіо  два  неравныя  оначенія 

Ѳ' =(л?іЧ-ал?2+а'д:з 
Ѳ"=(Л7  іЧ-ал7з  ч-а '07  а)  ' 
Для  опредѣленія  ихъ2  составимъ  уравненіе 


коеФФиціеншы  его  А,  и  А,  сушь  симметричныя  Функщи  корней 
^1,^2,^^;  поэтому  они  выразятся  раціональньши  Функціями  косффищ- 
еншовъ  а^,  а  именно: 

[(^і+ал7,ч-а'л:з)''-4-(л;,н-ал7з+а^Л7,)']  • 

и  гаакъ  ур.  (5)  будешь 

отсюда  мы  опредѣлимъ  значенія  д'  и  Ѳ",  и  внеся  ихъ  въ  (4),  на§демъ: 
присоединивъ  сюда  уравненіе 

мы  будемъ  имѣшь  три  линейныя  уравненія  ошносишельно  л",,  х„,  л\, 
изъ  кошорыхъ  получимъ 


І^Ѳ'+'і/ѳ''—а^ 
3 


(1)  I        _а^']/е'+а]/  д"^а^ 


Такъ  какъ,  по  §  61,  во  всякомъ  уравненіи,  можно  уничтожишь  коеФ- 
Фиціентъ  втораго  члена;  гао  за  обш,ій  видъ  уравненій  шрешьей  степени 
можно  принять 

Чшобы  вывести   радикальный  вьіраженія  3-хъ  корней  этого  уравненія, 
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положимъ  въ  ур.  (б)  «,=0,  а^'=р,  а^^=^\  ошъ  того  получимъ  уравне- 
ніе 

которое  даетъ  N 
(2     ^4    21>  )                (2     И    21І  ^ 
Внеся    это    въ  выраженія    (  Т  )  ,  и  замѣтивъ  ;  чшо    а  =   ^ 


-1— V/— 3 


,  находимъ: 


(8) 


\        2         /  ^2     И     27]  ^ 


І+Ѵ^— 3 


Эти  Формулы  называются  КарЪановъгліи  ,   а  огакрылъ  ихъ  Тарталеа. 
2)  Перейдемъ  теперь  кь  уравненію  4-й  степени 

Разсмошримъ  опять  линейную  Функцію 

гдѣ  а  есть  одинъ  изъ  корней  уравненія  ^^^=1,  за  исключеніемъ  1.  Взяв- 
ши а— — і,  имѣемь  а^=1,  а^=:а;  отъ  чего 

г=(л; ,  ч-л^з  д.  )а . 

Эта  Функція  имѣешъ  6  различныхъ  зяаченій: 

(1)  (Л7іН-Л7,)+Сд7^-ьд74.)а  (4)  {х^-{-Хі,)-+-(х^-л-х,)а 

(2)  (^і+л?8]+(д?5+>^і)с^  (5)  (л^зН-^Г4)-ь-(л7іН-л;,)а 

(3)  {л^+Л,^)+{х^-і-х^)а  (б)  (Л'2+ЛГз)+(^і?,+л;4)а; 
но  ква драть  ея 

имѣетъ  только  три;  потому  что 
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(2)  ^=:а  =  [( ^+(^г7з+Л7  ^а] ==[(^,+л-^)а+(:іг  з+ж^)]  ==(5)' 

(3)  ' =а '  [(х  1  -4-Л'^)+(л: ,      3  )а]  =  =  [(^ ,  г+^  з )] '  =(б)  '  • 
Означивъ  эяіи  три  значенія  чрезъ  Ѳ',  Ѳ",  Ѳ  ",  сосгаавимъ  уравненіе 

(Ѳ-Ѳ')  (Ѳ-Ѳ")  (Ѳ— Ѳ'")=Ѳ'+^хѲ'+^.Ѳ+^з=о; 

коеФФИціенгаы  его  будушъ  симмешричныя  Функціи,  а  потому  они  выра- 
зятся раціональными  Функціями  коеФФиціентовъ  даннаго  уравненія. 
Послѣ  того  всЬ  три  значенія  д  опредѣлятся  по  Формуламъ  (і)  и 
дадутъ 

присоединивъ  сюда  еш,е  уравненіе 

X -^-{-Х з"+"Л7 } 

И  замѣгаивъ,  что  а= — 1,  будемъ  имѣть  четыре    линейныя  уравненія: 
Хі+Х^—х^ — Хи  =  ]/^' 

ХіЛ-Хг^ — Хг,—Х^~Ѵ  Ѳ  ", 
изъ  кошорыхъ  получимъ: 


4 

^Ѵд'+Ѵд"—Ѵв"'—і 


_Ѵ'Ѳ'_ѵ/Ѳ''ч-Ѵ^Ѳ'" — а. 


4 

Радикальное  рѣшеніе  уравненія  четвертой  степени  открыто  фе]ррари. 
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Свойства  радикальных^  функцхй,  выражающихь  корень  дашаго  уравнетл. 
§  159.  Положимъ,  чшо  данному  уравненію 

удовлегаворяешъ  радикальная  Функція  коеФФИціеншовъ.   Означивъ  чрезъ 

п. 

г-^І/ д  одинъ  изъ  ея  радикаловъ  самаго  высшаго  порядка,  можно,  по 
§  144,  всегда  ей  дашь  видъ 

гдѣ  ^о»  ЯіУ  V  Яп~г  содержать  прочіе  радикалы  и  Функцію  Ѳ.  Въ 
эшомъ  Быраженіи  можно  всегда  коеФФИціенгаъ  при  первой  сгаепени  ради- 
кала сдѣлашь  =1.   Въ  самомъ  дѣлѣ:  если        не  равно   0;  то,  положивъ 

п 

|/  Ѳ— — —  ,  или  г  — — ,  означая  чрезъ  ^  новый  радикалъ  |/ р,  мы  полу- 
чиліъ 

Но  если  а  1^=0:  то  возьмемъ  другой  коеФФиціентъ  не  равный  нулю,  который 

у"' 

пусгаь  будетъ  2'^,  и  положимъ  ошъ  того -г*^/^=-^.Извѣстно, 

что  можно  всегда  найши  два  цѣлыя  числа  а  и  ^З,  удовлешворящія  условію 
а/л. — ^іг—}х  (потому  что  п  число  первоначальное,  такъ,  что  /л  и  /г  не 
имѣютъ  общихъ  множителей),  гдѣ  //'  произвольное  цЬлое  число;  отсюда 
оудегаъ  а[л—[л  +рп'у   внеся  это  въ  г    ,  получимъ 

а 

и 

а 

Полагая  послѣдовательно />іі=:і,  2,3,...  п — 1,  и  опредѣляя  соотвЁтсшвен- 
ныя  наименьшія  значенія  а  п  мы  выразимъ  всѣ  степени  г  помощію 
степенен  новаго   радикала  у;  внеся  ихь    въ  нашу  радикальную  ФункцІЕО 

(1)  ,  она  приметъ  видъ 

(2)  У^"~^\ 

гдѣ  ^,       5^",...  такого  же  свойства,  какъ  и  ^^,  д^,..,  ^п-і--  Вста- 
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вивъ  это  выраженіе  х  въ  данное  уравненіе,  и  расположивъ  результатъ 
по  степенядіъ       послѣдній  будешъ  вида 

1/+'' г  Г  ^ + •  •  • 1 Г "  ~  ' =0 . 

Это  уравненіе  доллсно  бьтшь  тожественное,  то  есшь  должно  быть: 
Го— г^^Оу..  о.  Чтобы  это  доказать,  доп^стимъ 

противное:  тогда  два  уравненія 

(3)  ^-"-/^=0 

(4)  г  Ч-/-,г+...+г^-іГ"~'=о 

должны  имѣшь  нѣсколъко  общихъ  корней.  Одного  только  общаго  корня 
они  не  могутъ  имѣть;  потому  что  тогда  первыя  ихъ  части  иліѣли  бы 
линсинаго  раціональнаго  множителя  относительно  г^,  г^,...  і»  Рі  и 
приравнявъ  его  нулю,  получили  бы  уравнеюс  первой  степени,  изъ  ко- 
тораго  у  опредѣлился  бы  раціональнымъ  образомъ  относительно  р  , 
7*1  V  /"„—і?  а  это  невозможно.  И  та къ,  число  общихъ  корней  уравненіи 
(З)  и  (4)  не  меньше  2-хъ,  и  потому  первыя  ихъ  части  должны  имѣгаь 
общаго  раціональна го  множителя  относительно  т-д,  Гі,...7',,_і,/'5  котора- 
го  степень  не  меньше  2.  Означимь  его  чрезъ 

и  положимъ,  что  первыя  части  ур.  (з)  и  (4)  не  могутъ  имѣшь  другаго 
такого  же  множителя  степени  низшей;   то  уравненія 

будутъ  имѣшь  (Л  общихъ  корней,-  слѣдовашельно  второму  уравненію  бу- 
детъ  удовлетворять  а} ,  гдѣ   а  есть   вшимый  корень  уравненгя 
'-Ь,.  .^4-1  =0.  А  потому  имѣемъ: 

Помноживши  первое  на  а^,  и  вычтя  изъ  него  второе,  получаемъ: 

;    аГ^—  1  )-ігі ,  (а/^— а);  ч-/^  ,(а/^— а  ^)/ ' +. .  ,  (а^— а  ^  =о. 

Если  это  уравненіе  не  есть  тожественное,  то  его  первая  часть  будегаъ 
множителемъ  первой  части  ур.  (4);  но  это  не  возможно,  потому  что 
степень  такого  множителя  не  можетъ  быть  менѣе  /л;  слѣд,  должно 
додустигаь: 
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— 1=0,  а'^— а=о,...  а'^— а'^""'=о, 

чшо  также  не  возможно.  Слѣд.  предположеніе,  что  ур.  (4)  не  есть 
тожественное  не  справедливо.  И  такъ  должно  быть 

Го=0,  Гх=о,...  7-„_,=о. 

А   потому  данному  уравненію     удовлетворяешъ   выраженіе    ( 2 )  при 

п 

всѣхъ  значеніяхъ  радикала /?,  т.  е.,  если  всшавимъ  въ  (2) 

П  71  I  П  71 

вмѣсто      то  мы  получимъ  п  корней  даннаго  уравненія: 

X^=^+арр+^'а''{Ур)''-^^''а^(^/рУ+...-^^^''-^^а'^-\Уру-^ 
Л.^д+а^р р+д'а'^{У рУ+д"а'(І/ рУ+...  ^(''-«>а«С"-0(^ 

отсюда 

/і 

|//>=-  (лГI^-а''~^Л7гЧ-а"-  =  д;;»+...^-а^^ 


и  общее  выраженіе  для  коеФФиціеншовъ      д'',,..  д^^~^'>  будетъ 

)І2 
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пУі>~  . 

Н  шакъ  каждый  члень  радикальнаго  рЬшенія  (2)  выражаегасл  раціональ- 
ною  Функціею  корней  даннаго  уравненія. 

Возымемъ  теперь  одну  изъ  Функцій      у  напр./?,  и  сшанемъ 

въ  ней  пер^сшанавливагаь  ^Гі,  ^Гг,...  всѣми  воз.можньши  образами;  гоо 
она  получитъ  опредѣленное  число  значеній.  Означивъ  эти  значенія  чрезъ 

мы  всегда  можемъ,  по  §  64,  составить  уравненіе 

{Р—Рі)р—Р.)  (.Р-Р^)-"(Р-Рп')'=0, 

кошораго  коеФФИціенты  будутъ  раціональныя  Функціи  коеффиціентовъ 
даннаго  уравнеяія.  Это  уравііеніе  имѣетъ  радикальное  рѣшеніе  вида 

и  по  предъидущему  докажете»,  что  ^ 

Ѵг,  5„  5,,....  5,,,_, 

суть  раціональныя  Функціи  отъ  Рі,  р^,... ,  а  потому  они  также  раці- 
ональныя  Функціи  оть  л^^,  Хг,... 

Такимъ  же  образомъ  докажется,  что  радикальныя  Функціи,  входящія 
въ   г,  5о,  5„'_2  суть  раціональныя  Функціи   отъ      ,    Л"2,...  х  . 

Продолжая  эти  сужденія  далѣе,  найдемъ  наконець,  что  всѣ  радикальныя 
Функціи,  входящія  въ  (2),  суть  раціональныя  Функціи  коеффиціенгаовъ 
даннаго  уравненія,  И  такъ  заключаемъ: 

^сяи  Аягебраигеское  уравпеніе  іімтьеть  радикальное  ртьшеніс^  то  есть 
радикалъныл  функціщ  вхоЪлщіл  въ  составь  этого  ртыиенія,  будутъ  раціо» 
иалъныл  фунщіи  корнем. 

Невозможность  радикального  ртьшенія  общаго  уравненгя  5-й  степени. 
§  160.  Возьліемъ  общій  видъ  уравненій  5-й  степени 

и  поСдіотримъ,  можно  ли  всегда  составишь  радикальную  Функцію  ошъ 
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й^,  а,,  ...  удов-чегаворяющую  этому  уравненію,  или,  другими  словами, 
можно  ли 

дг— Ѵ(а^,  а,,  а^^, 

всегда    выразишь  радикальною  Функціею  отъ  а^,  а^^  а^,   а^^  а^. 

Радикалы  1-го  порядка,  которые  будутъ  входить  въ  это  выражение,  по 
пред.  суть  раціональныя  Функціи  корней  ,  ^Гз,  Л^з,  Л",^,  лГд, а  потоліу 
число ихъ  различныхъ  значеній,  или  ихъ  показатели,  должны  быть  дѣ- 
лителямипроизведенія  1.2.3.4.5;  но  какъ  эти  показатели  суть  числа  пер- 
воначальныя,  то  они  будугаъ  или  2  и.іи  5  (они  не  могутъ  быть=3  по 
§  155).  Въ  первомъ  случаѣ  радикалы  имѣютъ  видь  (см.  §  42). 

гдЬ  ^  симметричная  Функція  корней  ,  Х^-,  Х^',  л^^,  ^ ,  а  ^  змакопе- 
ремѣняющая  Функція 

(і)  ?=(л\— ^Сг)  {рС^—Х^)  [Хг—хС)  І^і—Л^)...  (Х^—Х^)  (х,—Х,){^х\-^Х^). 

Во  второмь  случаѣ  они  будугаъ  раціональныя  Функціи  5-ти  количествъ, 
принимающія  5  различныхъ  значеній.  Такую  Функціно  можно  считать 
подобною  Функціею  х^ ,  и  потому,  по  §  156,  можно  ее  выразить  раці- 
ональнощ  Функціею  х^  вида 

 1>^+Ь^Хг-^1>^х1-\-Ь^х1+1>1^х^  _У(х^) 

'     с^-і-с^х^-і-с^хІ-\-с^хІ-і-Сі^х'і  Ф{ХіУ 

гдѣ  Ъд,  5,,  5,,.  .  Ъ^,''с^^  с^....с^  суть  раціональныя  Функціи  ошъ  , 
а,,...  а^.  Помноживши  числителя  и  знаменателя  на  произведеиіе 

Р=(Р(^0  фС^,)  ф{х^)  ф{х,), 

имѣемъ 

ф{а:,)  ф{х,)  ф{х,)  ф{х,)  ф{х,)' 

Знаменатель  есть  симметричная  Функція  отъ  х^,х^,...  х^,  слѣдователь- 
но  выразится  раціональною  Функціею  отъ  а^,  а^,...  а^;  Функція  Р  сим- 
метрична относительно  х^^  х^у  х^^  х^^  а  потому  выразится  раці- 
ональною  Функцтею  коеФФИціеншовъ  уравненія 

/  л  ,  ч  /         N.  .  х^л-а^х'^-^-а^х^-^-а^х'^-^-а.х-^а. 

х—х^ 

«2* 
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и  такъ  Р  будешь  вида 

гдѣ      ,  суть  раціональныя  Функціи  ошъ         о,,...  слѣдо* 

довашельно  ѵііІх^Р  будетъ  такого  же  вида.  Положивъ  ' 

Ф(^4)  ^(■2^5)=-^»  - 

имѣемъ 

•  ,  64. 

наконецъ,  сдѣлавъ  для  сокращенія  — =  а, — ^=  6,  — =  с,  ~-=  а, — имѣ- 

$         &         8         &  ^ 

емъ 

гдѣ  а,  с,  с,  суть  раціональныя  Функціи  коеффиціентовъ  даннаго 
уравненія. 

Такъ  какъ  Функція  подобна  Функціи  ѵ^;то  она,  по  §  156,  будетъ 
имѣть  видъ 

'Пусть  Ѵі,  Ѵд,  Ѵд,  ѵ^,  будутъ  пять  различныхъ  значеній  гао,  взяв- 
ши уравненіе 

(ѵ — ѵ^{у — [у — Ѵз)  [у — ѵ^Уу — )=ѵ^-і'А^ѵ^+А,^ѵ^-}-А^ѵ^'і-А^ѵ+А^=о, 

косффиціеншы  его,  по  §  64,  выразятся  раціональными  Функціями  косф- 
Фиціенгаовъ  а^,  а^,  а^,  а^,  а^.  ГІоіѵющію  этого  уравнения  мы  переве- 
демъ        изъ  знаменателя  въ  числитель,  такъ,  что  Хх  приметъ  видъ 

Х^^А-^Вѵ^-^СѵІ-і-ВѵІ-^-Еѵ^, 

гдѣ  А^  В,  С,  2),  Е  будутъ  раціональны я  Функцги  отъ  а^,а^^  ^з»^&.»''5' 
§  161.  Радикалы  перваго  порядка,  входят;іе   въ  выражение   для  Л,  по 

л  3 

сказанному  въ  предъидуіцемъ  §    ,  будутъ,  или  вида  |/ Л,  или  вида  [/ й, 
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гдѣ  Л  есшь  раціональная  Функція  коеффкціеніповь  ,  а^,  а^,  а^^а^. 
ііоложимъ,  что  а:  содержишь  радикалъ  перваго  порядка 

шо  эшошь  радикалъ,  по  §  159,  будешь  раціональная  Фуінкція  х^,  ос^^ 
•^з»  -^і?  -^5'  "ринимаюидая  ияшь  различныхъ  значенін,  а  потому,  вслѣд- 
сшвіе   ііредъидущаго       можно  положишь 

ч 

\/  Т{—а-^Ьа;і+сх\-\'<^хІ+еа:\ 

по,  по  §  159,  имѣемъ 

5  ^ 

гдѣ  а^+а®-к-а^+а+1=о:  эшо  уравнеиіе  не  возмолсно;  потому  чшо  вто- 
рая часть  можешъ  имЬгаь  120  различныхъ  значеній,  а  первая  только  5. 
Слѣдовательно  х  не  можешь  содержать  раднкаловь  перваго  порядка  вида 

с 

Допусшимъ,  чшо  X  содержишь  радикалы  перваго  порядка  вида  У'Л: 
эшогаъ  радикалъ  будешь  раціональная  Функція  х^,  ^с^,  х^,  Хі^^,  Х^,  при- 
нимающая огаъ  перестановки  ихъ  2  значенія,  равны  я  и  съ  прошивными 
знакадіи,  ш.  е.  будешь  знакопе].емѣняющая  Функціл.  А  потому  можно 
положишь 

гдѣ  2  симметричная  Функція,  а  ^  Функцгя  (і). 

Если  бы  от  выражался  радикальною  Функціею  1-го  порядка;  то  оньбыль 
бы  раціональною  Функціею  коеФФИціентовъ  а^,  а^,...  и  выраженій 

вида  _ 

означая  чрезъ      д\  ^        симмѳшр.  Функціи;  га.  е.  быль  бы  вида 

гдѣ  А,  в.  С,...  А',  В',  С',...  сушь  раціональныя  Функціи  косФФиціен' 
пювъ.  Ошдѣливь  члены  съ  четными  степенями  ошъ  членовь  сь  нечет- 
ными степенями      имѣли  бы: 


гдЬ  Р,  ^,  Р  и  ^'  симмегаричныя  Функціи.  Помноживши  числителя  ,н 
знаменагаеля  на  Р' — получили  бы 

гдѣ  а  и  ^3  симіѵіешричныя  Функціп.  Слѣдоваш.  х  былъ  бы  Функція,  прини- 
мающая ошъ  перестановки  всѣхъ  корней  х^,  Х^^  Хъ^  Х,^^  только  2 
значенія.  Но  это  не  сообразно;  потому  что  х,  какъ  корень  уравнентя 
5'й  степени,  моя^егаъ  имѣть  пяшь  различныхъ  значенін.  И  гаакъ  х  не 
можемъ  быть  радикальною  Функціею  перваго  порядка.  ГІосмошримъ  те- 
перь, можетъ  ли  ^содержать  радикалы  вгаораго  порядка. 
Допустимъ  одинъ  изъ  нихъ 

п 

гдѣ  5  Функція,  имѣющая  только  два  различныя  значенія.  Положивъ 
$~р-\'^.^  (фуикція  вида  (зз)  §  42),  имѣемъ  для  г,  два  значенія: 

(2)  г^^У рѵсі.^  и 

Если  /3—2,  то  каждое  даетъ  два  другія,  гаакъ,  что  г  будегаъ  имѣть 
4  различные  значеыія: 

-^ѴТч^^  —Ѵр+я-^^  -^Рр-я-?^  —Рр-Я'^- 

Но  это  не  возможно;  потому  что,  по  §  155,  нѣшъ  раціональной  Функціи 
5-ши  количествъ  дг^ ,  х-і,  Х^,  х,^^  х^,  имѣющей  4  различныя  значенія. 
Нельзя    также    допустить    п—  3  ;    потому  ,   что   тогда  произведеніе 

2 2^=1/ — будетъ  имѣть  три  значенія.  Слѣдовательно  можно  толь- 
ко положить  /г=:5.  При  этомъ  положеніи,  возьмемъ  произведеніе  выра- 
женій  (2),  которое  назовемъ  У,  то  будетъ 

Функція  у,  ошъ  перестановки  х^,  х^,  х^,  Х^у  Х^,  должна  имѣшь 
или  5  разлі?чныхъ  значенін,  или  2,  или  быть  симметричною.  Въ  первомъ 
случаѣ,  по  §  160,  она  будетъ  имѣть  видъ 

у=а-+-дх+сх''-і-^х^-і-ех'*^^ 
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гдЬ  а,  Ь,  с,  с?,  е,  суть  раціональныя  Функціи  коеффиціентовъ.  Отсюда, 
иііѣеліъ 

дг=  А+Ву+Су  ^-^Ву^-^Еу'' , 
и  по  §  159,  В*/  будешь  раціональная  Функція: 

Но  это  не  возможно;  потому  чпіо  послѣднее  выраженіе  можеть  имѣть 
120  различныхъ  значсній,-  между  шѣмъ  какъ  Ву  имѣегаъ   только  5. 

Положивъ,  что  у  имѣетъ  два  значенія,  она  будетъ  вида  (ЗЗ)  §  42. 
Пусть 

у—6+сэ.^'^ 

гао 

5/ =  =г(Ѳ^^-МОѲ 'га '+5Ѳа}:^^^)ч-(4Ѳ'-Ы0Ѳ  ^  со 'ч-оэ '^^  *  )со .  ^=/у ^  «^. 

Первая  часть  есть  Функціи,  имѣющая  два  значенія,  а  вторая  симмет- 
ричная. Чтобы  это  равенство  было  возможно,  необходимо,  чтобъ 

первый  множитель  нельзя  положить  равнымъ  нулю,  потому  что  тогда 
Ѳ  можешь  имѣть   четыре  различныя  значенія;   слѣдовашельно  со=о,  а 
потому  у—Ѳ,  т.  е.  произведение  г^.  2^— у  есть  симметричная  Функція. 
Возьмеліъ  теперь  сумму 

У 

Перестановки  количесшвъ  д;^,  х^,  х^^  Л"^,    л:^,   измѣняющія  ^і+^.^і  не 
іізмѣняюшъ  значенія  и;  потому  что  тогда       переходнпіъ   въ  і^,  а 
въ  ^і,   и   у  остается  посшояннымъ.    Но   и  принимаешъ  5  различныхъ 

значеній  для  5-ши  зна^іеній  радикала  [/  р+^і^,  а  именно: 

у  'У  у  у  у 

гдѣ  а'^'\га^^^^с^^-^-а-\^і=.о,  Слѣдозашельно  и  имѣетъ  видь 

у  V 
г 

отсюда 

гдѣ  А  ,  В,  С,  I),  Е  раціональныя  Функціи  коеффиціентовъ  даннаго 
уравнеиія. 
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Положивъ  р-л-д.^=ѵ,  имѣемъ 

„  , 

внеся  это  въ  предъидущее  выраженіе  для  лг,  находимъ 

гдѣ  А',  В',  С,  ^\  Е  суть  раціональныя  Функціи  отъ  ѵ  и  ошъ  косффи- 

ціентовъ  а^,  «з,...  а^.  Вставивши  послѣдовательно  вмѣсто  г,  егозначе- 
нія:  ^і,  аг, ,  а'-г, .  а^^,,  а^^і,  имѣемъ: 

Х^=^А'-\'В'а^г^-\-Са^гІ-\-В'сі'--'г\-^Е'а^''г\\ 
откуда  находимъ 

(З)  В'2^~\(х^^+а'^Хг,-Л-а^х^-{-а''х  і^-^ал^). 

Такъ  какъ  Б'  есть  раціональная  Функція  отъ  ст^,...  и  отъ  ѵ=:р+д.^; 
то,  по  сказанному  для  (з),  и  всякая  ея  раціональная  Функція  будушъ 
вида  а+р.^,  гдѣ  а  и  б  си.мметричныя  Функціи,  а  ^  знакоперемѣняющая. 
Положивъ  (Д')5=а^-^3.^,  имѣеліъ 

отсюда  видимъ  ,  что  В' га.  е.  первая  чаешь  у  р.  (з),  имѣешъ  толь- 
ко 10  различныхъ  значеній  ;  вторая  же  часть  можешъ  имѣть  120 
различныхъ  значен ій,  а  потому   это  уравненіе  не  справедливо.  Слѣдов. 

нельзя  допустить  сущесшвованіе  радикаловъ  вида  р+^^- 

Но  какъ  а:  никакихъ  другихъ  радикаловъ  втораго  порядка  содержать 
не  можешъ;  то  заключаемъ,  что  вовсе  не  содержишъ  радикальныхъ 
Функція  втораго  порядка,  а  потому  не  можегаъ  содержать  и  радикаль. 
ныхь  Функціи  высшихъ  порядковъ.  И  гаакъ  х  нельзя  выразишь  никакою 
радикальною  Функціею  косффиціентовъ  а^,  Яд,  а^,  а,^,  а^. 

§  162.  Совершенно  шѣмъ  же  путемъ  мож  но  доказать  невозможность 
радикальнаго  рѣшенія  общаго  уравненія  всякой    первоначальной  степени 
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п  (*):  въ  этомъ  доказагаельсшвѣ  важную  роль  играешь  теорема:  вслкал 
раціоналъная  функція  ѵ  естъхь  корней  данііагп  уравненіл,  приниашющал 
п  разлишыхь  знагеній  отъ  перестановки  эіпихъ  корней  всгълш  возмож- 
ными  образааш,  имтьетъ  видь 

гдгь  а,  Ь,  с,  Л,...  к,  суть  силіліетригныл  функціи  корней.  Абелъ  ее  дока- 
залъ  для  п=5  часганымъ  образомъ,  а  пошому  распросшраненіе  доказа- 
шельсшва  невозможности  радикальнаго  рѣшенія  для  п>Ъ  было  затруд- 
нительно. Но  это  затрудненіе  Г-нъ  Остроградскій  уничшожилъ  , 
выведя  ту  же  теорему  изъ  свойства  подобныхъ  Функцій,  независимо 
огаъ  часганаго  значенія  п. 

Мы  ограничимся  только  доказагаельствомъ  невозможности  радикальнаго 
рѣшенія  обш,аго  уравненія  5-й  степени;  намъ  и  этого  достаточно^  чтобы 
сказать,  что  ріыиеніе  опреЪгьленныхь  алгебраигесшіхь  уравненш  есть  особаго 
рода  дтъйствіе^  и  заклюгаеть  въ  себть,  какъ  шстныс  слугаи,  прогія  основныл 
дгьйствід:  сложеніе^  выгитаніе ^  ултоженіе ,  Ъгъленіе  и  гізвлегеніе  радикаловъ. 

Есть  случаи,  въ  которыхъ  радикальное  рѣшеніе  возможно:  это  зави- 
сишь ошь  степени  уравненія  и  ошь  даннаго  условія,  существующаго 
между  корнами  или  между  коеФФиціентами.  Сюда  принадлежать :  дву 
гленныл  уравненія  и  вообще  уравненіл ,  которыхъ  есть  корпи  выражаютсл 
одною  и  тою  же  раціоналъппю  функціею  одного  какого  нибудь  корня  (*^) 
и  лшожество  другихъ. 

Я  не  разсматриваю  этихъ  случаевъ;  потому  что  для  того  нужны 
иредварительныя  свѣденія  изъ  неопредѣленнаго  Анализа,  который  лю- 
жегаь  быть  не  всі.мъ  изъ  моихъ  чишагаелей  извѣстенъ.  Желающіе  знать 
радикальное  рѣшеніе  уравненія 

по  способу  Гаусса,  могушь  его  найгаи  нл  Русскомъ  языкѣ  въ  Лекцілхь 
Алгебр,  и  Трансцепд .  Анализа  Г-на  Остроградскаго , 

К  О  Н  Е  Ц  Ъ. 


(*)  См.  Лекціп  Алгебр,  п  Трапсц.  Анализа  Г-на  Осшроградскаго  ^Іісші.  ІГ. 

іоигпаі  (иг  сііе  геіпе  ішсі  ап§етѵаііс1іе  МаіЬетаІік.  Ѵоп  А,  СгеІІе,  ІѴ-Іег  Вапсі, 
2-Іе8  НеГі:.  Метоіге  зиг  ипе  сіазье  рагііспііёге  сІ'ес|иаІІ0П8  гезоІиЫез  аI§еЬ^і^иетеп1:. 
Раг.  АЬеІ.  Ыет.  Х-Іег  Ваікі,  2-Іе8  НеГь.  Мётоіге  виг  Іа  геБОІиІіоп  сіез  е^иаЬюпя  аІ§ё- 
Ь^і^ие8  (іопі  Іез  гасіпез  опЬ  епіге  еііез  ип  гаррогі  сіоппё  еіс. 


I. 


1.  Хотя  Геометрія  есть  наука  прикладная;  но  ее, гъ  дрепнііхъ  временъ  по  ныб*ш- 
аее  состояніе  Маіпемашическнхъ  наукъ,  прнчисляютъ  къ  чнспюй  Маіпемапіикѣ,  и 
многіе  Геометры  для  доказательства  какой-либо  общей  теоремы  въ  АнализЬ  прікІИ- 
гаютъ  иногда  къ  геометрическимъ  посіііроеніямъ.  Но  этого  не  должно  быть;  пото- 
му что  Геомеігірія  разсматриваетъ  частпыя  величины,  а  матемаігіическііі  Анализъ 
имѣетъ  предметомь  величины  отвлеченныя,  исзаі'исимыя  отъ  часшнаго  явленія  при- 
роды Физической.  Не  смотря  на  это,  геометрическія  построенія  могутъ  принести 
большую  пользу  при  изучеиіи:  они  служатъ  пояспеніемъ  аналитическаго  доказатель- 
ства и  дВлаютъ  его  болѣе  ощупіительнымъ  для  учащагося.  Такъ  говоришь  Фурье 
о  геометрическихъ  построеніяхъ  въ  отдііленіи  корней:  «  II  пе  зііГПяаіЬ  раз  <1е  Лоппсг 
«  Іе  ргіпсіре  апаІуІІ4ие  сіопі  попе  аѵонз  (Іесіиіі  аиіге  Гоіз  1а  боіиііоп:  іі  еві  ргсГёга- 
« Ые  (1е  гепсіге  Іез  сопьё.ртеньез  Ігёз-кепвіЫев  раг  1'етріоі  (Іез  сопаігисііопз.  1\іеп 
«  п'е8І  ріиз  ргорге  а  топігег  (ІіаІіпсІешепЬ  1а  паіиге  <1е  1а  с^иезііоп,  » 

2.  Первую  часть  уравненія 

котораго  коеФФиціенты  а^,  Лі,  а^,...  а^^  дѣйствительныя  числа,  можно  разгмапі- 
ривать,  какъ  частное  состоянів  неопредѣленнаго  уравненія 

(2)  ^=а„Лл,а;'^-'-Ьй,л;'"-«+...а^_,д;ч-йг^,  ^ 

соотвѣтствующее  ^  =  о. 

Изъ  Аналитической  Геометрін  извѣстно  (*),  что  разумеется  подъ  уравнгніемъ 
какой-либо  плоской  кривой  лнніи,  отнесенной  къ  прямолинейнымъ  координатам ь.  Кри- 
вая линія,  опредѣляемая  уравнеиіемъ  вида  ("2),  называется /іс/^^аболмг^^слои),  ЗдВсь  л;  озна- 
чаешь абсциссу  какой  нибудь  точки,  а  у  соответствующую  ему  ордішаніу. 

Начертивъ  прямоугольныя  оси  координать  Ох  и  Оу  (Фиг.  1),  прнмемъ  Ох  за  ось 
абсциссъ,  а  Оу  за  ось  ординашъ.  Положишь  у=-о  въ  уравненін  (  2  )  ,  значиніь 
йоложить  ,     что    кривая    перссѣкаешся    съ   осью    Ох  ;      абсцисса     этой  точки 


С)  См.  Аналитическую  Гео.петрію  О.  П.  Брашмана,  §  ЪЧ. 
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пересѣпенія  есть  величина,  которая,  будучи  вставлена  вмѣсгао  х  въ  первую  часть 
уравненія  (1)  дѣлаетъ  ее  тожественно  нулемъ,  Такъ  какъ  кривая  можетъ  нѣсколь- 
ко  разъ  пересѣкать  ось  Ох;  шо  различныхъ  дѣйствительныхъ  значеній  для  л;,  даю- 

щихъ  ;)=о,  должно  быть  столько,  сколько  имѣется  эіпихъ  точеит.  пересѣченія .  Эти 
дѣйсіпвительныя  абсциссы  точекъ  пересѣченія  суть  различные  дѣйствительаые  корни 
урапн,  (1). 

3.  Чтобы  у  -а.  X  были  линіп,  необходимо,  чтобы  /(л")  была  линейная  однородная 
функція;  для  этого  ксвФФиціеитъ  а^^^  должень  выражать  лннію,  «„^— і  долженъ  быть 
отвлеченное  число,"  а^—ч  —  величина  лерсиго  отрицаіиелъісаго  измѣрснія,  т.  е.  число, 

раз,;ѣлеипое  па  линію,  а^^^_д  —  величина  ето-раго   оѵгрицатслыіаго   ѵзатреиія,   т.  е. 

)іисло,  раздѣленное  іа  пропзведеиіе  дк)Х7,  линій^  и   т,  д.,  — ■  величина  измЬренія 

—(/«—2),  наконецъ      — величина  —  ('«—1)  измЬренія. 

Если  коеФФнціентъ  при  х"^  есть  единица;  то  подь   нимъ  должно   разуыЬть  выра- 
.1 

жоніе  ^ _  ^ ,  і  дѣ  1'"— I  есть  произведсніе  ѵі—\  линій,  изъ  кошорыхъ  каждая  прини- 
мается за  единицу  длины. 

4.  Ііо  іожіімъ,  что  уравненіе 

Г— /(л:)=Яол;"'Ч-<гі,г''^— '       .  ,  т 

выражаетъ  кривую  ВМ  М'К  (Фиг.  2), 

Давши  X  частное  значеиіе  абсциссы  ОР,  у  получить  значеніе  ординаты  МР.  Пе- 
рейди потомъ  къ  точкѣ  ВІ',  х  получишь  приращеніе  Да;  =  РР',  а  у  приращеніе  Д/ 
=  1М  О;  піакъ,  чш^  координаты  точки  М'  будуіпъ 

0Р'=л;-1-Дл;,  М'Р'=:^^-Д^==/  (х+Дд:); 

откуда 

Д^=М'^=/(^Ч-  Ддг)-^— Дл;)— Д  л;). 
Раздѣливіни  эту  разность  на  М^=Дл:,  находимъ 

Да;  Да; 

Съ  умепьтеніемь  Да;  точки  М  и  будутъ  сближаться,  отъ  чего  уголь  М'8х  бу- 
детъ  приближаться  къ  углу  ОТх;  следовательно  предъндущее  отношение,  съ  умень- 
шеніемь  ^х,  будегаъ  приближаться  къ  1ап§(&Тх);  такъ,  что 


пред.  Г^.Г1_і-^^^|==/'(^)=Іап-(СТх) 
Дл;  ^ 


т.  е.  щюпзвоЪная  фушщія  ординатыу,  при  соотвптстватой  ейабсциссп  %,естънегпіо 
иное,  гмкъ  таигенсъ  угла,  составллемаго  касателысоіо  въ  тогкп,  опреЬѣллемой  торЬи- 
наталш  ті.  и  у,  съ  осью  х-вг^ 
^   5.  Изъ  треугольника  С^М^  имѣемъ 

С^=М^.  Іап§(амд)-Длг. /'(д;), 
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а  потому 

Ордината  точки  Ы'  (см.  §  18)  можетъ  быть  выражена  такъ: 

2і 

Вычтя  ее  изъ  СР',  паходимъ 

Когда  кривая  ВМ  М'К  между  точками  М  и  М'  обращена  вогнутою  стороною  къ 
оси  х;   тогда,   какъ  бы   ни  было   мало    РР'=:Д;с,   будетъ  СгР'>  М  Р',    и  потому 

 — — /  '(л^+ФДл;)  должно  быть  количество   положительное,   для   чего  /"(-^-ьфАл:) 

должно  быть  отрицательное,  слѣд.  Г'{ос)  также  отрицательное.  Если  же  кригая  об- 
раіцепа  выпуклою  стороною  къ  оси  х,  то,  какъ  бы  ни    было  мало  Дл;,  СР'  <М'Р', 
Ал;  * 

и  — Ад;)  должно  быть  количество  отрицательное,  для  чего  ["{х)  должно 

быть  положительное. .  И  такъ:  кагЬа  привал^  вп  сопрсЪѣлъпости  напоа-либо  тоігаі^ 
выпуклою  стороною  обращена  пъ  оси  ху  тогда  производная  стораго  порядка  ординаты 
относительно  абсгщссы  будетъ  положительная.  Если  оке  кривая  обращена  вогііутою 
стороною  пъ  оси  х;  то  производная  втораго  порлдпа  отъ  у  по  х  будетъ  отршЩ' 
телыіая. 

6.  Когда  кривая  съ  возрастаніемъ  лг,  будучи  сначала  выпуклая,  дѣлается  потомъ  во- 
гнутою, или  на  оборотъ;  то  вторая  производная  нзъ  положительной  дѣлается  от- 
рицательною, или  на  оборотъ,  и  переходитъ  чрезъ  нуль.  Точка,  соотвѣтспівующая 
этому  состоянію  кривой,  называется  точкою  перегиба. 

Если  ордината  сь  возрастаніемъ  абсциссы  уменьшается  до  нѣкотораго  значенія, 
ПослЁ  котораго  она  начнеть  возрастать;  то  это  значеніе  ординаты  будетъ  тіпіѵиті. 
Производная  въ  то  же  время,  по  §  П,  изъ  отрицательяаго  значенія  переходитъ  въ 
положительное,  и  при  тіпітит  значенін  ординаты  обращается  въ  нуль;  слѣдова- 
тельно  она  непрерывно  возрастаетъ  съ  возрастаніемъ  л:,  а  потому  вторая  произ- 
водная, при  тіпітит  значеніп  ординаты,  должна  быть  положительною.  Отсюда 
заключаемъ,  что,  если  ордината  имѣетъ  наименьшее  значеніе  изъ  всѣхъ  смежныхъ; 
шо  касательная  въ  точкѣ,  соответствующей  этому  наименьн'.ему  значенію,  парал- 
лельна оси  X,  и  кривая  выпуклою  стороною  обращена  кь  этой  осн.  Когда  же  орди- 
паша  досшигаетъ  наибольшаго  значенія  изъ  всѣхъ  смежныхъ;  тогда  касательная  так- 
же параллельна  оси  х;  но  вторая  производная  отрицательная,  т.  е,  кривая  обраще- 
на вогнутою  стороною  къ  эшой  оси. 

Если  это  тахітит  или  тіпітит  будетъ  О,  т.  е.,  при  одной  и  гаой  же  абсциссѣ, 
будегаъ  /{х)—о  и/'(х;=о;  то,  по  §69,  эта  абсцисса  будетъ  двукратный  корень  урав- 
ненія  /{х)-=.о.    Если   кромѣ    того   /~"{х)—о,    то  х  будетъ_^шрнкратный  корень  ур. 


/(а:)=о.  Вь  первомъ  случаѣ  кривая  касается  оси  х,  а  во  второмъ  она  пересѣкаегася 
и  касается  въ  точк*,  гдіі  кривая  изъ  вогнутой  дѣлается  выпуклою,  или  на  ооорипіъ, 
ш.  е.  въ  шочкѣ  перегиба.  Когда  уравненіе  имьеіпъ  болье  трехъ  равныхъ  корней;  то 
число  нхъ  можно  узнать  слѣдуюіцимъ  образомъ: 
Бозьмемъ  рядъ  производныхъ 

/  М,  /'(^),  /"(^),  /'»,  Г\^).../'^-^{х) 

и  построимъ  крнвыя 

(3)  7=/'Са;),  7=/"Н,  7-^'"М,...-Г-/--Ч^>- 

если  первыя  п  кривыя  имѣюіпъ  общую  топку  на  оси  х,  то  абсцисса  этой  точкв 
будетъ  действительный  п  кратный  корень  д.шнаго  уравненія  /{х)—о. 

1.  КосФФиціенты  а^,а^,...  а„і  могутъ  быть  такоиы,  что  кривая, данная  ура- 
внеиіемь 

пересѣкаетъ  ось  абсциссъ  въ  т  точкахъ.  Но,  измѣннвъ  эти  кооФФиціенігіы,  вндт.  кри- 
вой можепіъ  такъ  изыѣпнться,  что  ііѣкоторыя  переоѣченія  исчезнутъ;  потому  что 
криьал,  измѣняя  свой  видъ,  можетъ  потерять  нѣкоторые  изгибы;  нѣкопіорые  же  мо- 
гутъ огтавапп.ся,  но  не  пересіікапгь  ось  х.  Такъ  какъ  каждый-нзгибь  пересѣкаетъ  ось 
X  въ  двухъ  точкахь;  то  число  нсчезающнхь  точекъ  пересѣченія  кривой  съ  осью  х 
должно  быть  всегда  четное.  Эти  исчезающія  точки  соотвѣтствуюпіъ  мвимыагь 
Кіфнямъ  уравиеиія  /(л:). 

Если,  при  исчезаиіи  двухъ  точекъ  пересѣч^  нія,  кривая  потеряла  изгибъ,  имъ  соога- 
п!  тствуюиі,ій;  то  дьйствительные  корни,  сбратившіеся  въ  мнимые,  не  оставляютъ 
им  какого  слѣда  па  чертсжѣ.  А  потому  видъ  кривой  ^=:/(л:)  не  всегда  можешъ  пока- 
зать мнимые  корни  уравненія  /(л:)г=:о. 

8.  Вставляя  въ  рядь  функцій 

вмѣсто  абсциссы  х  различныя  величины,  и  построивая  для  каждой  соответственно 
ординаты  кривыхъ  (3),  мы,  по  теоремѣ  Фурье  отдЬленія  корней,  опредѣлимъ  точки, 
между  которыми  могуиіъ  лежать  точки  пересЬчепія  этихъ  крнвыхт.  сь  осью  х. 

Разсмопірішь  случаи,  когда  двѣ  абсциссы  а  и  5  соотЫітствуютъ  двумъ  ордина- 
та мъ /(а)  и /(5),  нмЬющимъ  одинакіе  зиаки^  и  кривая  между  этими  ординатами  имЬеть 
одно  только  ѵіахііпипъ  или  7}ггіігттп,  и  не  имѣеіпъ  точекъ  перегиба,  пі.  е.  знаки 
ііірсхъ  Функцій  /  \ос)^  /  (-^)?  /(■^))  Л-^я  двухъ  зыаченій  л=«  и  х:=.Ъ  суть 


Эіио  случай  ,  въ  которомъ  нужно  правило  §  111  дтя  распознангя,  будутъ 
ли  корни  у  р.  /(^х)—о  ,  назначаемые  пределами  а  \\  Ъ  ,  дѣйстіінигельиые  или 
мнимые,  или  для  расиозиаиія  ,  буді;ніъ  ли    кривая   тіі   (Фиг.  5)    пересѣкаіпь    ось  х 
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между  точками  а  и  6,  или  вѣтъ.  Эшо  было  бы  легко  различить,  если 
бы  знали  пючыое  зоачеиіе  "у  ,  абсциссы  точки  I  ,  гдѣ  касашельыал  парал» 
ле.іі.иа  оси  х  ,  т.  е.  для  которой  производная  есть  нуль:  шоіда  стоило  бы 
вставить  */  ъъ  /(х)  вмЬсто  зс,  и  іюсмотрѣіиь,  каковъ  знакъ  результата  У^=гу(?'). 
Ёсли  онъ  противень  знаку  ордиматъ  ат—/{а)  и  Ъіі—/{Ь\  то  кривая  тип,  иересѣкаегаъ 
ось  X  въ  двухъ  точкахъ  а  и  ^3,  но  если  знакь  /(У)  одинаковъ  съ  заакомт.  Да)  и У(і), 
то  изіибъ  кривой  ѵт  не  досіііигаетъ  оси  х,  и  корни  уравненіл  /{ос)—о^  назначаемые 
предѣлами  а  ѵі  Ь,  мнимые. 

Если  мы,  вставивши  вь  [[х)  вмЬсто  х  величину  близкую  къ  У,  найдемъ,  что  знакъ 
результата  противень  знаку  /"(а)  и  Ді);  то  кривая  нересѣкаетъ  ось  х.  Но  если 
знакъ  всѣхъ  трехъ  результатовъ  одинаковъ;  то  корни,  назначаемые  пределами  а  и 
остаются  вь  неіізвѣстцости  :  мы  не  вправѣ  сказать,  что  они  мнимые;  потому  что 
можетъ  быть  величина  ближайшая  къ  */у  нежели  предъидущая,  будучи  всніавлеыа  въ 
^{х)  вмЪсто  х^  даетъ  резульшашъ  съ  протнвнымъ  знакомъ  /(а)  и  ДА). 

Проведя  въ  точкахъ  т  и  п  касательный  та  и  пЬ\  изъ  точекъ  ихъ  пересѣченія 
съ  осью  X  возсгпавимъ  ординаты  іьт  и  Ъ' ѣ' \  понюмъ  проведемъ  еще  касательвыя 
т'а'\  п'Ь" ,  н  т.  д.  Когда  корни,  назначаемые  пределами  а  и  Ъ,  действительные,  т.  е. 
кривая  пересѣкаешъ  ось  х;  то  всь  эти  касательныя  должны  пересѣкатьсл  внизу  оси  х; 
о\\\ъ  чего  сумма  двухъ  соотвѣтствениыхъ  подкасашельныхь: 

аа'-л-Ь'Ь,  аа"-\-Ь"Ь',  и  т.  д. 

будешь  всегда  меньше  соотвѣтствспнаго  ен  разстолнія:  а  аЬ\  а"Ъ" , .  .  .  Если  же 
Корни  мнимые,  ш.  е.  кривая  не  досишгаешъ  оси  х;  то  мы  необходимо  должны  дойти 
до  шакихъ  касателі.пыхъ  т'$  и  пг,  кошорыя  пересѣкутся  между  кривою  и  осью  х, 
или  на  самой  оси  х,  и  сумма  двухъ  подкасашельныхь  аз  и  Ъ'г  будешь  больше 
разсшоянія  а'Ь' ,  И  шакъ  признакь,  оиіличающій  мнимые  корни  отъ  дѣйсшвишельныхъ, 
состоишь  въ  шомь,  что 

(4)  аз  +  Ъ'г  >  а'Ь'. 

Изт  треугольвиковъ  ат'х  п  Ь'п'г  находимъ 

Ь'п 


но  Іап^  (а'л/;г')=— 1ап{^  {т'$х)——/{а!^  и  1ап§  {Ъ' гп)—/{Ъ')^  а  потому  чредыгдущія 
выражснія  об[)ашяшся  вь  слѣдующія: 

,     /(«О  А'') 

Внеся  ихъ  въ  нерапснсіпво  (4)  и  замѣшивъ,  что  а'Ь  —Ь — а\  получаешь 
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То  же   НС  ра  ВС  ПС  гті  во,   которое   мы    нашли   вт,   §    111.  Фнгуртл   (N3)  и 
относятся  ко  второму  сличаю,  а  именно,  когда  /(«),/(/>'), /'(^),  /  (я),  /  (5)  отрица- 
тельныя:  N  3  относится  къ  случаю    дѣйствиііісльныхъ   корней,    а   N  4  къ  случаю 
ыннмыхъ  корней.  Разсуждая  здьсь  по   ііредъидущему^   мы  дойдемъ  опять  до  неравен- 
сшва  (5). 

Когда  кривая  тп  своимъ  изгибомъ  касается  оси  х,  тогда  корни,  назначаемые  пределами 
а  п  Ъ,  равнь!  мсліду  собою,  сближая  предѣлы  а  и  мы  не  отдіілимъ  этнхъ  корней,  и  ннког,іа 
не  дойдемъ  до  неравенства  (5).  Въ  §  111  было  показано,  какъ  поступать  въ  такомъ  случаѣ. 

По  способу  Фурье  отдѣлевія  корней  мы  всегда  моніемъ  дойтн  до  двухъ  предѣловъ 
а  и  Ъ,  которые  заключаютъ  одннъ  действительный  корень  ураваенія  ^(x)—о,  и  пер- 
выя  двѣ  принзводныя  /(^)  ч  /  Х-^)  постоянно  сохраііяють  свои  знаки  между  этими 
предѣламн;  мы  показали  (§  152),  что  въ  такомъ  случаѣ  моашо  начать  линейное  при- 
ближеніе  къ  корню /(ж),  заключенному  между  а  и  5,  и  вывели  выраженія  для  новых  ь 
предѣловъ,  болѣе  близкихъ  менсду  собою.  Дадимъ  теперь  геометрическое  посніроеніе 
этихъ  выраженій. 

Пусть  будегаъ  уравпенЕС  кривой  ЛШ",    абсциссы  Оа   п    Ой    данные  прс- 

дѣлы  я  и  5 ;  то  соотвѣпіствуюіція  имъ  ординаты  ат  н  Ъп  будѵтъ  результа- 
ты /(о)  и  /'(й).  Такъ  какъ  /  (л:)  и  і'\ос)  не  уничтожаются  между  этими  пре- 
делами ;  то  дуга  тп  не  имѣепіъ,  ни  тахітпт^  ни  тіпіттп^  ни  нючекъ  пере- 
гиба. Фигура  (4)  относится  къ  случаю  (1)  §  152:  здѣсь  /  '(д")  положительная, 
а  потому  дуга  тп  обраи^^ена  выпуклою  стороною  къ  оси  л;,  а  какъ  /(•?■)  также  по- 
ложительная, пю  вѣтвь  ѵішъ  имѣетъ  восход/ицее  положеніе,  ш.  е.  ордината  Дл") 
возрагтаетъ  съ  возрастаніемъ  х.  До  х—а~  искомому  корню, /(л;)  онірицапіельная;  съ 
приближеніемъ  х  къ  а,  она  прг.ближаешся  къ  нулю,  и  кривая  пересъкаетъ  ось  абсциссъ, 
послв  чего  /(л;)  дѣлается  положительною, 

Проведемъ  въ  точкѣ  п  касательную,  эта  касательная  пересѣчетъ  ось  абсциссъ  въ 
гаочкѣ  Ъ  между  а  и  й,  а  потому  абсцисса  ОЬ'  меньпіе  прежпяго  предѣла  Ой;  слѣдовл- 
піельно  ближе  къ  корню  Оа.  Прямая  7?га',  параллельная  съ  касательною  пЬ  ,  пересѣчеиіъ 
ось  абсциссъ  между  а  и  а;  поэтому  Оа'>Оа  и  ближе  къ  корню  Оа. 

Такъ  какъОй'=:Ой— йй',  гдѣ  Ой=й,  и  (изъ  прямоуг.треуг.  7/йй')  йй'=  '^—---■^-^ 

Ідх\фіЬ  Ъ)  У  {Ъу 

п,о  ОЙ=й-— . 

Равнымъ    образомъ    Оа'—Оа+аа  ,     гдѣ    Оа=л    п    оа'=  — ____:^^;слѣ- 

1ап§(  оа'//г)  /(й) 

довательно  Оа  =а-|-  !/^^)  ^™^^^  абсциссы  Ой'  и  Оя'  суть  геометричеокія  величины 

приблнженныхъ  значеній  корпя,  найденныя  въ  §  135,  Ой'  есть  внЪшній  предѣлъ,  упо- 
требляемый Нюиюномъ. 

Поступивъ  съ  абсциссами  Оя'  п  Ой  такъ  же,  какъ  и  съ  Оя  и  Ой,  мы  перейдемъ 
къ  третьимь  предъламъ,  болЬе  близкимъ  къ  Оа,  нежели  Оя  и  Ой. 

Предъндущес  строеніе  объясняетъ  условіе  §  152,  а  именно,  что  уравненіе  /  (х)—о 
н  /  (л:)— о  не  имѣютъ  дѣйствительныхъ  корней  между  а  и  Ь,  ш.  е.  не  нмѣютъ,  ни 
пшхііітт^  ни  ііііпііпит^  ни  точекъ  перегиба.  Когда  это  условіе  выполнено;  тогда  ка- 
сательная, проведенная  въ  точкѣ  и,  концѣ  ординаты  й/г,  необходимо  пересѣкаепгь  Ох 
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между  а  н  Ь  ъъ  У \  и  ОѴ  будешь  ближе  къ  корню,  нежели  ОЪ.  Но  если  предѣлъ  Ъ  бу- 
дешь означать  ОВ,  абсциссу  точки  N1  полагая,  что  между  N  и  а  есть  перегибь  г\ 
шо  касательная,  проведенная  въ  точкѣ  К,  можешь  пересѣчь  ось  Ох  вь  шочкѣ,  весьма 
отдаленной  ошъ  а,  а  потому  величину  ОВ  нельзя  употребить  для  приближения  кт, 
К(  рию:  вмѣсто  того,  чтобы  къ  нему  п|жблизиться,  мы  можемъ  отъ  него  удалиться. 
Когда  Ь  будешь  абсцисса  ОВ"  лючки  К",  находящейся  по  правую  сторону  точки  К', 
соотвьшсшвуюіцей  іпахітит  N  6  ;  тогда  касательная  въ  точкѣ  ]Ч"  ііересѣчетъ  ось 
Ох  въ  шочкѣ  Т,  болье  удаленной  ошъ  а,  нежели  В'  ;  такъ,  что  ОТ  будешь  >0В''; 
слѣдозательпо,  упопіребивъ  для  приблнженія  ОТ,  мы  удалимся  непремЁнио  отъ  корня 
а.  И  такъ  приближеніе  должно  начинать  не  прежде  того,  какъ  увѣримся,  что  между 
т  и  п  нЬтъ,  ни  точекь  перегиба,  ни  тахіпшт^  ни  тіпітиіп,  т.  е. ,  что  уравненія  /{х)—о 
и  /'\х)—о  не  пмѣюшъ  дьйсшвнпіельныхъ  корней  между  й=:Оа  и  й=05. 

Ясно  также,  что  нельзя  начинать  приближеніе  съ  предѣла  Оа—а\  потому  что  ка- 
саиіельнал,  проведенная  вь  шочкѣ  т  можешь  пересЬчь  ось  абсциссъ  по  правую  сторо- 
ну точки  Ь,  на  пр,  въ  Д-;  пюгда  новый  предѣлъ 


будешь  болѣе  предала  ОЬ=.Ь.  И  такъ  долѵкно  начинать  вычисленіе  съ  первой  при- 
ближенной величины  ОЪ^Ъ,  которая  приводишь  нась  кь  другой  06' --Ь'  или  къ 
0(3'—^',  осшановясь  на  точкѣ  /3,  весьма  близкой  кь  Ь'  между  Ь'  н  Ь.  Отъ  предѣла 
О/З'  переходимъ  къ  третьему  предѣлу  ОЬ  '  или  О/З",  и  га,  д. 

Помощію  предѣловъ  а  в  Ь  можно  вычислить  еш,с  предЬль,  кошорьпі  будешь  блиисе 
къ  корню,  нежели  а'  и  Ъ'.  Въ  самомъ  дѣлѣ  :  проведя  пересЬкаюи^ую  тт  точка  * 
пересѣченія  этой  прямой  съ  осью  Ох,  будешь  ближе  къ_!^а,  нежели  а,  а  потому  О5 
кь  Осі  ближе,  нежели  Оа. 

Мы  имѣемъ 

Оі=05— і5=5— і5; 

пИ  пЪ  ат     — /(а) 

нзъ  тр.  шЪ.  находимъ  50=  — г'=  но  Іапг  и«/?г)= — ■="; — т\  а  по- 

^       '  1ап§  {тЬ)     іап^  (^ать)^  ^     а$      аЬ-іЬ  ' 

пЫаЬ — Щ  ,     ..^.       ,  , 

тому  ф———.^  ,  или^  замѣшивъ,  чгао  по—/{р)  и  аЬ—Ь—а, 

отсюда 

Внеся  это  въ  выраженіе  О^,  получаемъ 

/(«)(«-») 

 °-^~д»)^)-  

/(«) 
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Фигура,  которую  мы  разсматривали  относится  къ  случаю  (1)  §  132;  здѣсь  ві.твь 
тп  восходящая,  и  выпуклою  стороною  обращена  къ  оси  абсциссъ.  Къ  случаю  (2)  отно- 
сится Фигура  5;  здѣсь  вѣтпвь  низходящая,  и  вогнутою  стороною  обращена  къ  оси 
абсцнссъ;  приближение  должно  начинать  такь  же,  какъ  и  въ  первомъ  случаѣ,  съ  ьысша- 
го  ігредѣла  Ъ.  Фигура  в  принадлежнтъ  случаю  (3);  здѣсь  вѣтвь  тп  низходящая  и 
выпуклою  стороною  обращена  къ  оси  Ох  приближеніе  должно  начинать  съ  низшаго 
предйла  а.  Наконецъ  Фигура  7  представляетъ  случай  (/+);  здЬсь  кривая  восходящая 
и  вогнутою  стороною  обращена  къ  оси  Ох;  прыближеніе  должно  начинать  такъ  же, 
какъ  и  въ  предъидущемъ  случаѣ,  съ  предѣла  а. 

Во  всякомъ  случаѣ  должно  начинать  приближеніе  съ  внпшпяго  предѣла,  т.  е.  съ 
того,  котораго  конецъ  находится  внѣ  пространства,  объемлемаго  кривою. 


П. 

1.  Въ  лннейномъ  или  Нютоновомъ  способѣ  приближенія,  мы  въ  разложг^ніи 

(1)  /■(„+/0=/(<г)+Л/  («)+І/"{а)+-4Ѵ/'»+-  ■  •  '•"'=«. 

гдѣ  а  есть  приближенное  значеніе  искомаго  корйя  аЧ-7г,  кренебрегаемъ  членами  съ 
степенями  7і,  превышающими  первую;  отъ  того  получаемъ  приближенное  значепіе  А, 
которое,  будучи  сложено  съ  я,  даетъ  новое  приближенное  значеніе  къ  искомому  корню. 
Но  мы  получимъ  значевіе  болѣе  точное,  если  мы  въ  разложеніи  (1)  удержимъ  первую  и 
вторую  степень  Л,  пренебрежемъ  прочими  членами,  выведемъ  значеніе  /г,  и  прида- 
димъ  его  къ  а;  такого  рода  приближеніе  называется  приближеніемъ  втораго  порядка. 
Оно  гораздо  быстрѣе  линейнаго;  по  не  имѣетъ  съ  нимъ  одинакой  простоты  и  легко- 
сти. Въ  немъ  встрѣчаются  тѣ  же  недостатки,  какъ  и  въ  Нютоновомъ  способ*. 
Удержавши  первые  шри  члена  разложенія  (1)  имѣемъ  уравненіе  2-й  степени 


которое,  будучи  рѣшено  относительно  Л,  даегаъ 

(2)  Л:=^/Га}1і/[-^Н'-2^(аУ»  . 

Гіа) 

Чтобы  Л  было  количество  дѣйствишельное,  когда  /(а)  и  /'(а)  имѣютъ  одинакіе 
знаки,  необходимо,  чтобы 


(3) 


[/(»Г>2/'(„)/'(«) 
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Но  такъ  какъ  мы  ищемъ  одинъ  изь  неравпыхъ  корней  уравненія  /{х)—о,  то  /'(а), 
съ  приближеніемъ  а  къ  х,  будетъ  приближаться  къ  какому  нибудь  количеству,  не  ра- 
вному нулю;  между  шѣмъ  резульшатъ  /(а)  и,  слѣдовательно  произведеніе,  2  /  (а).  / '\а) 
будуптъ  приближаться  къ  нулю,  а  потому  условіе  (3)  всегда  можетъ  быть  удовлетво- 
рено. И  такъ,  чтобы  начать  приближеніе  втораго  порядка,  количество  а  должно 
удовлетворять  неравенству  (5).  Изъ  двухъ  значеній  7ь  должно  взяшь  то,  отъ  котора- 
го  аЧ-Л  будетъ  ближе  къ  х.  Здѣсь  можешъ  случиться  гао  же,  что  и  въ  линейномъ  при- 
ближеніи:  новое  приближенное  значеніе  а+7і  можешъ  перейти  за  корень;  т.  е.  если 
й<г,  то  аЧ-/і  одѣлается  >Л7,  и  на  оборотъ;  такъ,  что  мы  не  зыаемъ,  приблизились 
ли  мы  къ  X,  или  удалились  отъ  него.  Въ  такомъ  случаѣ  можно  для  /і  составить  дру- 
гое значеніе,  при  которомъ  аЧ-Л  будетъ  предѣлъ  такого  же  свойства,  какъ  а,  и  бу- 
дешь ближе  къ  X  нежели  а  (подробности  этого  изложены  въ  гЛекцілхъ  Алгебр,  и 
Транец,  Анализа  Г,  Остроградспагоі)\  но  исправленное  такимъ  образомъ  значеніе  ач-Д 
мало  имЬегаъ  выгоды  предъ  лииейнымь;  на  противъ  пюго,  сохранивъ  для  Л  одно  изъ  зна- 
ченій  (2),  предЪлъ  а-\-1і  будетъ  имЬть  почти  втрое  болѣе  точныхъ  цыФръ  нежели  а. 
Фуръе  это  доказываетъ  слѣдующимъ  образомъ: 

2.  Положимъ,  что  а  есть  низшій  предѣлъ  и  знаки  трехъ  Функцій  /{а),  /'(а), /'  (о) 
принадлежаіттъ  къ  случаямъ  (1),  (2)  §  132;  то  произведеніе  —  2  /(а)  .  /"  {а)  будетъ 

положительное,  и  числовое  значеніе  \/[/'(«  ]  2У(а)  ./'(а)  будетъ  больше  числоваго 
значенія  /  («),  а  потому  для  Л  должно  взять  V  съ  +. 

Пусть  X — <а=СО  и  x^ — (ач-Д)=со'^  то  будегаъ  оэ  =со — Д.  Положимъ,  что  а  есть  ве- 
личина весьма  близкая  къ  х,  такъ,  что  со  и  «)'  количества  весьма  малыя,  и  огахищемъ 
ихъ  соотношеніе.  Внеся  въ  (Х)'=со,^/і,  вмѣсто  Л  его  значеніе 


-Г(а)+'і/ [/'{а)]  '—2.  /(а). /"(а)    -/у-со)+1/[/"(^-.а))]  ^-2.Г(а:-соУ"(а:-оэ>, 

7>)    ^  /V— со} 


со/"(л;— а))ч-/'(л:— го)— 1/[  /'(х— ю)1  ^—2/{х—со)./"{х—(о) 
1"{х — со) 

По  малости  о,  сгаанемъ  пренебрегать  степенями  со^  превышающими  со*;  вмЁсто 
знаменателя  /"(х-— со)  возмемъ  /"(ж),  и,  для  сокращенія,  не  будемъ  писать  х  подъ 
характеристиками /",  У  , /'',/"',... .   Первые  два  члена  выраженія  ш', 

со  /  '{х — со)-\-/'{х — со), 
по  разложеніи  ихъ  до  со',  даютъ 

со'  со' 

(4)  .  /— /'Ѵ-/-. 

Подъ  радикаломъ  въ  произведеаіи  /(л;  — соі.  /  (л:— со}  множитель  /{х — (О)  разла- 
гается въ 

/-со/  ^^І"-^Г     или  въ  -со/  +--/  -^/  ; 


потому  что  /=:/(л;)=о.  Такъ  какъ  міъ  послѣднемъ  выраженіи  ю  входить  множигае- 
лемъ,  то  множитель  /  (^— со)  достаточно  разложить  до  сэ'-*:  онъ  будегаъ 

^  — со  /  "^^"^  ' 

А  потому  произведеніе  /(лг — со)  ./"(л;— со)  равно 

-со/'  л-і'г\-А^ 


Квадратъ  отъ 


и  гаакъ  выраженіе  подъ  радикаломъ  будегаъ 

/-__со=/'/'"+соз;'^/"/-ч-^/'/-]  . 

Извлекши  изъ  него  корень  квадратный,  іп.  е.,  возведя  его  по  Нютоновой  сшрокѣ  въ 
степень  |,  получаемъ  для  радикала  слѣдующее  значеніе 

а,'/"-        /  1  /"/"-■   1  /■' 

Вычтя  его  изъ  (4),  и  раздѣливъ  остатокъ  на/'',  еаходимъ  - 

Можно  этимъ  выраженіемъ  воспользоваться  ддя  ошысканія  высшаго  предѣла,  соотвѣт- 
ствующіго  а:  взявши  вмѣсто  наибольшій  изъ  результатовъ  /  (а)  и  /""  вмѣ- 
сгао  /'  наименьшій  изъ  резульшатовъ  /'(а)  и/'(^),  а  вмѣсто  со  предъидущую  разность 
предѣловъ;  опредѣливши  погаомъ  единицу  высшаго  порядка  полученнаго  чрезъ  пю  вы- 
раженія;  вычисливши  Ь  до  этой  единицы,  и  разсуждая  шакимъ  же  образомъ,  какъ  въ 
§  159,  мы  опредѣлимъ  число  точныхъ  цыФръ  корня.  Но  мы  не  всегда  этого  дости- 
гнемъ  съ  перваго  раза;  потому  что  мы  не  знаемъ  какое  имѣютъ  вліяніе  пренебрега- 
емые  члены  на  точное  заачеиіе  . 


Выраженіе  (5)  будегаъ  справедливо  и  въ  случаяхъ  (3)  (4)  §  132,  употребивъ  для 
прнближенія  высшій  предѣлъ  5. 

5.  Если  въ  разложеніи  /[а-і-/і)—о  мы  удержимъ  первые  четыре  члена;  гао  будемъ 
имѣть  для  опредѣленія  Л  уравненіе  3-й  степени; 

такое  приближеніе  называется  приближеніемъ  3-го  порядка,  и  Фурье  нашелъ,  что 
яч-Л  будетъ  разниться  отъ  х  количествомъ  почти  равнымъ 

2.3.4/" 

гдѣ  со—х—ь  есть  разность  весьма  малая.  Оаъ  вообще  показалъ,  что,  если  въ  разложе- 
иіи  /(ач-/»)=о  мы  удержимъ  г+І  первыхъ  членовъ,  остальные  отбросимъ,  и  опредѣ- 
лимъ  изъ  уравненія 

/(а)-і-Л /'(«)+— — - — /^(а)г=о 
2  1.2  1 

надлежащее  значеніе  Л;  то  аЧ-Л  будетъ  разниться  ошъ  х  почти  колнчесшвомъ 


гдѣ  С0г=:х—7і  есть  количество  весьма  малое. 

Но  къ  сожалѣнію  на  этихъ  замѣчаніяхъ  нельзя  основать  удобнаго  способа  вычисде- 
нія  корней. 

4.  Приближеніе  втораго  порядка  даетъ  весьма  простой  способъ  различать  дѣй- 
ствительные  корни  отъ  мнимыхъ. 

а)  Разсмотримъ  сперва  случай,  когда  два  предѣла  а  и  Ъ  даютъ  слѣдующіе  ряды 
знаковъ: 

[а\  .    .    .     -ь  ч-       —  ч- 

0  0  12' 

Щ  .    .    .      ч-  ч-       +  Ч-. 

Указатель  2  показываетъ,  что  въ  промежуткѣ  предѣловъ  а  ѵі  Ь  должно  искать  два 
корня  для  уравненія  [(ос')— о.  Положивъ  х-=а+7і^  имѣемъ 


или,  вставивши  сюда  х — а  вмѣсто 
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(6)  /(^х)==^/(а)+{х—оу/\а?)-^^^^-Р-/^^^ 

Такъ  какъ  /' "(л:)  остается  положительною  для  всякаго  значенія  гс,  начиная  отъ 
а  до  Ь;  то  /  '(«)  будетъ  ваимевьшее  зваченіе  У"(л-)  мел;ду  этими  предѣлами,  а /'(Ь)  на- 
ибольшее; поэтому  при  х>а  и  <5  будетъ  /  "^а+ф(х — а)|]>/  "(а),  и 

(1)  ■  /М>/(а)+(:«-а)./'(а)н-(":-")-/"Н. 

Если  вторая  часть  этого  неравенства  не  имѣетъ  дѣйствительныхъ  корней  отно- 
сительно іг;  то,  съ  измѣнеиіемъ  х  отъ  а  до  Ъ,  она  не  уничтожится  и  сохранить 
знакъ  результата  /"(а),  который  >о;  поэтому  Функція  /(л;),  съ  измВненіимъ  х  между 
а  и  будетъ  также  >о;  слѣд.  корни,  назначаемые  пределами  а  н  Ь  для  уравненія 
/(х)—о,  мнимые.  Фуръе  поясняешь  это  сльдующимъ  геометрическимъ  строеніемъ: 
Начертимъ  кривыя  ф 

(8)  7=/(^)  и 

и  разсмотримъ  ихъ  дуги  тр/і  и  7)і7іѵ  (фиг.  8)  между  точками,  которыхъ  абсциссы 
суть  а  и  Ь.  Производаыя  огаъ  у  и  ^  будутъ 

у' =/\х)  и  /'(а)-^{х — а)/ "(а). 

Онѣ  дѣлаются  равными  при  х—а,  а  потому  обѣ  кривыя  имѣютъ  общую  касагаельнуя 
въ  точкѣ  т.  Начиная  съ  этой  точки  вправо,  кривыя  расходятся,  и  неравенство  (7) 
показываетъ;  что^^'/,  т.  е., что  вторая  кривая,  на  разсгаояніи  отъ  а  до  Ъ,  проходишъ 
ниже  первой.  Следовательно,  когда  дуга  тЛѵ  не  пересѣкаетъ  ось  х,  то  дуга  три 
шакнсе  ее  не  пересіікаетъ,  и  корни,  назначаемые  предѣлами  а  и  6,  мнимые.  Но  так  г, 
какъ  Л7— а=/і;  то,  если  х  мнимое,  Л  будетъ  также  мнимое,  и  ва  оборотъ,  а  потому 
вь  разсматриваемомъ  нами  случаѣ  уравневіе 

должно  имъіиь  мнимые  корни,  для  чего  должно  быть  удовлетворено  условіе 
[/-(«)]'<2/(<,)./"(«). 

ЗамЪанвъ  въ  уравнеаіи  (6)  /  ^<г+^(л; — а)^  количесшвомъ  ббльшимъ^  /  (^))  будемъ 
нмѣть 

(9)  /(а;)</(«)+(^~а)./'(а)+і:^^=^/(5). 

Вторая  часть  при  хг=.а  имъеіпъ  результатъ  положнтельный,  /(л),  гаотъ  же,  что 
н  первая  часть.  При  х-=.Ъ  первая  часть  обращается   въ  положительное  количество 


/(Ь),  а  потому  и  вторая  пасть  также  должна  обратиться  въ  положительное  коли- 
яество.  Если  уравненіе 

(10)  /(^а)+[x—а\^[а)^^^^:^I\Ь)^о 

имѣстъ  дѣйствительные  корни;  то  вторая  часть  неравенства  (9)  изъ  положитель- 
ной дѣлается  отрицательною,  а  потомъ  опять  дѣлается  положительною, —  проходить 
два  раза  чрезъ  нуль;  то  же  будетъ  и  съ  /(л;).  Слѣд.  въ  эпюмъ  случаѣ  уравневіе 
/(л;)=о  имѣетъ  два  дѣйствительные  корня  между  а  н  6. 

Пусть  дуга  тЛ  Ѵ'  будетъ  часть  кривой,  выражаемой  уравненіемъ 

(и) 

Такъ  какъ  производная  отъ  '/^ , «).  /  (Ь),  при  л;=а,  равна /(о),  производной 
ошъ  /(^);  то  двь  кривыя  три,  и  гп7і'ѵ'  имьютъ  общую  касательную  въ  точкѣ  т.  На- 
чиная отъ  этой  точки  вправо,  онѣ  расходятся,  и  какъ  на  разстояніи  аЪ^  по  не- 
равенству (9),  ^>'7  ,  то  дуга  ѵіЯ'ѵ'  лежитъ  выше  дуги  7}ірп.  А  потому,  если  дуга 
тп'»  пересѣкаетъ  ось  то  дуга  три  также  пересѣкаешъ  эту  ось;  т.  е.,  если 
корни  ур.  (10)  дѣйспівительные,  то  корни  уравненія  {(^х')—п^  назначаемые  предѣлами 
а  и  5,  также  должны  быть  дѣйсшвительные.  Ио,  чтобы  л:г=а— Лбыло  дѣйсгавитель- 
ное,  п  должно  быть  дѣйствительное;   слѣд.  корни  уравненія 

/(а)+Л./'(»)+^/"(*)=о 

должны  быть  дѣйстввтельные,  а  это  требуетъ  условія 
[/'(„)]'>2 /(«)./"(«). 
Подобные-  условія  можно  вывести  изъ  разложепія 

(12)  І{х)=/[Ь-к)^І\Ъ-[Ь-ос)\-=/[і)-[Ь^х)Г^^^^^  ~ 
Замѣнивъ  /г.)^  количествомъ  больншмъ  /'"(Ъ),  имѣемъ 

при  х-=Ъ  обѣ  части  этого  неравенства  обращаются  въ  /(Ъ),  и  кривыя,  ими  вьіража- 
емыя,  будутъ  имѣть  общую  точку,  определяемую  координатами  х—Ъ  и  у—/(Ъ\\  отъ 
этой  точки  до  сущесіпвуетъ  кераіенство  (15),  т.  е.  кривыя  расходятся,  и  пер- 

вая лежитъ  ниже  второй;  при  хг=:а  первая  часть  неравенства  обращается  въ  поло- 
жительное количество  ЛЪ),  а  потому  и  вторая  часть  будетъ  также  положительная. 
Есл&-уравиеніе 


нмѣегаъ  дѣйотвигаельные  корни,  га.  е.  суи^ествуетъ  неравенство 

(14)  [/'{о)Г>2./(6)/ "{/,); 

то  вторая  часть  нерав.  (15)изъ  положительной  дѣлается  отрицательною,  и  опять 
дѣлаетсл  положительною,  —  два  раза  переходить  чрезъ  нуль,  а  потому  то  же  долж- 
но быть  и  съ  /(х);  слѣд.  когда  удовлетворено  условіе  (1-^),  тогда  корпи  ур.  /(л;)=о, 
назначаемые  предѣлами  а  и  й,  дѣпспівптельные . 

Вставивши  въ  (1:2)  вмѣсіпо  /'       ф(6— ^)^  количество  меньшее,  У '(а),  ымѣемъ 

Когда  вторая  часть  не  имѣетъ  дѣйствнтельныхъ  корней,  ила  когда 

[/'(«)]-<2./(і)./-(а); 

тогда  она,  съ  измѣненіемъ  х  отъ  а  до  й,  остается  >о,  а  потому  и  /(л-)  въ  этомъ 
промежуткѣ  >о;  слЬдовага.  корни  ур.  /  л;)=:о,  назначаемые  предѣлами  а  и  Ъ,  мнимые. 

Изъ  всего  сказаннаго  въ  этомъ  членѣ,  выводимъ  слѣдующія  заключенія:  1)  два  кор- 
ня уравнепія /(л;)=о,  назначаемые  предѣлами  а  п  Ь,  дѣйсгавительные,  когда  удовлетво- 
рено одно  изъ  условій: 

(15)  [/'(«)] '>2.^(«)./"(«) 

(16)  [/■(«)]'>2./(^)./'(6); 

2)  искомые  корни  будушъ  мнимые,  когда  удовлетворено  одгго  изъ  услоЕІи: 
(П)  [/■■(а)1  =  <2/(а)./"(а) 

(18)  [/'(4)]  ^<2 /(«)./■■(.). 

Можетъ  случиться,  что  ни  одно  изь  условій  (15)  (16)  (17)  (18)  неудовлетворено; 
тогда  предѣлы  а  и  й  не  довольно  близки,  чтобы  судить  о  свойствѣ  корней:  ихъ  долж- 
но сближать,  и  ясно,  что  отъ  того  мы  необходимо,  или  дойдемъ  до  количества 
с,  >  а  и  <  5,  которое  /(дг)  даепіъ  результатъ  съ  противнымъ  знакомь  /(а)  и  /(й),  или 
дойдемъ  до  такихъ  предѣловъ,  которые  удовлетворять  одному  или  нѣсколькимъ  изъ 
условій  (15)  (16)  (П)  (18);  въ  первомъ  случаѣ  искомые  корни  дѣйствительные  и  от- 
делены, а  во  второмъ  мы  узнаемъ  ихъ  свойство,  и  потому,  если  они  дѣйствительные, 
то  моіутъ  быть  отдѣлены. 

Ь).  Разсмотримъ  теперь  случай,  когда  ряды  [а]  н  [й]  будутъ 

[а]  -»-..,.       —       Чг  — 

Щ  —       -ь  -4-. 

Такъ  какъ  /'"(-^)  отрицательаал  для  всякаго  значенія  начиная  отъ  а  до  Ъ;  то 
Функція  /"{х)  уменьшается,  съ  возрастаніемъ  х  отъ  а^о  Ъ,  а  потому  /"'(й)  есть  наи- 
меньшее изъ  ея  значеній,  а  /"(«)  наибольшее. 


Взявши  разложеніе 

(19)  /[х)-^/[а+х--с.)  =:  Г{а)+{х—а)  Г\а-^Ф{а—а)'] 
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и,  вставивъ  въ  него  вмѣсто  /^а-\-Ф{х — а)]  количество  меньшее,  /  (й),  имѣемъ 
Если 

(/•Н]'<2. /(«)/-(*), 

то  вторая  часть  этого  вер.  не  имѣетъ  дѣйствнтельныхъ  корней,  а  потому  сохра- 
няеть  знакъ  /"(Ь)  для  всякаго  значенія  ж,  начиная  огаъ  а  до  6,  а  именно,  остаеітігя>о; 
слѣд.  /(л;)  вь  этомъ  промежуткѣ  остается  >о,  и  искомые  корни  ур.  /(л')г=о  мнимые. 
ЗамЬнивъ /  '[а-|-ф(д? — о)]  результагаомъ /'(й),  находимъ 

(20)  /(^)</(а)+(^~а)  ./'(а)+(^=^-/"(а). 
Когда 

[/'Ні'>2./(а)./"(»); 

тогда  вторая  часть  неравенства  (20)  имѣетъ  два  дѣйствительные  корня  между  а\\6, 
т.  е.,  съ  измѣненіемъ  а:  ошъ  а  до  Ь,  два  раза  переходигаъ  чрезъ  нуль,  а  именно:  изъ 
положительной  дѣлается  отрицательною,  погаомъ  опять  дѣлается  положительною; 
слѣдовательно  пю  же  самое  будешь  и  съ  /(х),  а  потому  искомые  корни  діійсшвиіт  ль- 
ные. 

Вставивши  въ  разложеніе 
результашъ  /  "(Ъ),  а  потомъ  /'(а),  кт,сто/  '{Ь — Ф(і — х)^,  имЬемь 

(21)  /(^)</(*)_(«_^)/'(і)+ы:./"н. 

Если  въ  первомъ  неравенств*  будегаъ 

[І'[о)і'<г/[ь)./\ь), 

то  вторая  его  часть  для  х>  а  и  <  й  остается  >о,  а  потому  и/(л;)>о;  слѣд.  иско- 
мые два  корня  уравиеиія  /(л;)=о  мнимые.  Они  будуть  действительные,  если  въ  нера- 
венствѣ  (21)  будешь 


[/-(«)]'>2./(«)./"(.). 
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Сравнивая  результаты,  выведенные  въ  разсматриваемомъ  нами  случаѣ,  заключаемы 

1)  Искомые  корни  будутъ  дѣйсіпвише.іьные,  когда  квадратъ  /'(-^);  Д-^я  л;=одному  изъ 
иредѣловъ  а  а  1>,  превосходишь  удвоенное  произведеніе  /(л;),  для  л;=  тому  же  пре- 
дѣлу,  на  2)  искомые  корни  мнимые,  если  квадратъ  /'(ж),  для  л;=  а  или  Ь,  бу- 

детъ  г.;еньше  удвоеннаго  произведенія  /  (дг),  для  ас=  тому  же  предѣлу,  на /'  (5). 
с).  Когда  ряды  [а]  и  [6\  будутъ 

/-(^)  /-"И,      /"(х),  /(*) 

[а]  +    .    .    .    .  —  ч-  — 

[й]  +       .       .       .       .       _Ь  _ 

тогда  для  низшаго  предѣла  а  имЬемъ  неравенства: 
Если  въ  первомъ  будетъ 

[/'(»)]'>2./(»)./"(а), 

то  корни  /(х),  назначаемые  пределами  а  а  Ь,  будутъ  дѣйсшвигаельные,  а  если  во  вто- 
ромъ  неравенствѣ  найдемъ 

[/'(а)]'<2./(а)./"И, 

то  искомые  корни  мнимые. 

Высшій  предѣлъ  Ъ  даетъ  неравенства: 

/Н  >/(«)-(5-^)/'(б)+(^/'» 
/(,)  </(і)_(і_,)/'(*)+(±^/"(і). 

Если  въ  первомъ  будегаъ  удовлетворенно  условіе 

[Щу>2./{^)./"{а). 

то  искомые  корпи  дѣйствительные;  они  будутъ  мнимые,  если  во  второмъ  неравен- 
ств* будетъ 

[/'(і)]'<2./И./"(«). 

6?)  Наконецъ  для  рядовъ 
[а]  ^  - 

имѣемъ  перапенстпва 
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,  /[x)</[а)+{x—ау\а)-^^^^^--/^\а) 

/Н>/(а)-(5-х)/-(«)+(Ь±/'-(5) 

которыя  показываютъ,  что  кораи  ур.  /(д-)=о,  назначаемые  предѣлами  а  и  будугаъ 
дѣйсіпви тельные,  есла 

[/\пу\-^>і/{а)./'\Ь)  или  [/'{Ь)Ѵ>і/{Ь).Г\1), 

а  мнимые,  когда 

[/\а)У<г./[а\Г\а)  или  [/'(^)]  ■''<2. 

Изъ  разбора  всѣхъ  этихъ  случаевъ  Фурье  выводить  следующее  правило  для  ра- 
спозыаыія  дѣйсгавигаельныхъ  корней  огпъ  мнимыкъ  : 

Въ  §  115  мы  видѣли,  что  единственный  случай,  гдѣ  нужно  правило  для  распознанія 
корней,  есть  тотъ,  когда  два  предЬла  а  и  Ъ  даютъ  ряды  знаковь,  въ  которыхъ  пер- 
вый указатель  1,  справа,  стоить  между  О  и  2.  Пусть  три  ф)нкцІн,  которымъ  со- 
отвѣтствуютъ  указатели  012,  будутъ  /"(•^),  /Х^),  А^),  "  положимъ,  что  предѣлы 
а  и  Л  такъ  близки  между  собою.,  что  /'  (л:)  въ  ихъ  промежутка  ве  имѣетъ  ни  дѣй- 
ствительныхъ  ни  мнимыхъ  корней.  Разсматривая  извѣстные  уже  результаты 

/"(«),       /'("),  /{о) 

/-'(«),  /-(«),  /(Ч, 

мы  узнаемъ  свойство  корней,  назначаемыхъ  предьламн  а  а  1>,  руководствуясь  слѣдую- 
щими  правилами  : 

1-  е.  Два  искомые  корня  будутъ  дѣйствительные,  если  квадра/пъ  одного  изъ  сред- 
внхъ  членовъ  /'(я)  и  /  (і)  больше  удвоеннаго  произведенія  члена,  взятаю  ьъ  той  же 
строкѣ  по  правую  <гго  сторону,  па  піоть  нзь  резулыпатовъ  /'  (о)  и  /  (і),  кото- 
рый имЁѳтъ  наибольшее  числовое  зпаченіе.  Мы  здъсь  имвемь  два  условія,  и  искомые 
корни  дѣйсіпвиіпельиые,  будешь  ли  удовлетворено  одно  пзъ  нихь  или  оба. 

2-  е.  Искомые  корна  мнимьи»,  ес.пі  квадратъ  одного  изъ  среднихъ  членовъ  /  (а)  и /'(й) 
меньше  удвоеннаго  произведенія  члена,  сііюящаго  по  правую  его  сторону  въ  той  же 
строк  ѣ,  на  шотъ  изъ  членовъ  /  («)  и  /"(Ь),  когаораго  числовое  зііачеціе  наибольшее. 
Здѣсь  мы  иыЬемъ  два  условія,  и  искомые  корпи  мнимые,  будешь  ли  удовлетворено  одно 
изъ  пихь  или  оба. 

Когда  ни  одно  изъ  эіпнхъ  чегпырехъ  условій  не  удовлетворено,  тогда  предѣлы  а  и  Ь 
не  довольно  близки;  чтобы  сразу  открыть  свойство  коригй, —  ихъ  должно  сблизишь: 
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>18 


если,  по  вставкѣ  пмЬспю  л;  числа  средняго  между  а  и  й,  корни  не  отделятся;  то 
должно  повторить  предъидущее  правило»  Продолжая ^ітакимъ  образомъ  далѣе,  мы  не- 
премѣнно  отдѣлимъ  искомые  корни,  если  они  действительные,  или  узнаемъ,  что  она 
мнимые. 

Это  правило  очень  просто  въ  прнложеніи ,  и  потому  не  должно  его  оставлять 
безъ  вниманія. 


Ш. 


1.  Въ  глав*  2-н  мы  доказали,  что  общій  видъ  результата  всякаго  алгебранческаго 
дѣйствія  заключается  въ  символигесполіъ  выражепіи  а-\-іѴ — 1:  это  справедливо  и  для 
трансцендентпыхъ  дѣйствій.—  Символъ а+й.Ѵ^— 1  есть  одинь  изъ  важнѣйшнхъ  въ  Ана- 
лизЪ;  поэтому  разсмотримъ  подробнѣе  его  свойства. 

2.  Выраженіе  а-л-ЪѴ — 1  обыкновенно  означаютъ  шакъ 

а+Ъ.і, 

гдѣ  для  сокращенія  гЪгіѴ'— 1;  пользуясь  свойствами  тригонометрическихъ  линій,  можно 
ему  дать  другой  видъ,  отъ  котораго  сокращаются  вычисленія. 

Сдѣлавши  въ  выраженін  а-+-5. г  действительную  часть  аобщимъ  мвожигаелемъ,  имѣеыъ 


(і)  а-^ЬЛ=а[і-^-'). 


Такъ    какъ   ^  предсгаавляетъ  какое  нибудь  действительное  количество,  и  танеенсъ, 
а 

съ  измѣненіемъ  дуги,  способенъ  принять  всякое  действительное  значеніе;  то  суіце- 
сшвуетъ  всегда  такая  дуга  ф,  которой  тангенсъ  равенъ      и  такъ  мы  вмеемъ  право 


положить 
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а 

^     >іпф                   Ь     яшф  Ъ 
по  ііиі^  Ф—  поэтому  -  =   или 


отсюда 


солф  а    со»©         8іпф  созС 


ЯІП^ф-ЬСОЗ^ф  1  СОэ'^ф  8ІП'--'Ф 

и 

А'>со.ію!пиое  значсаіе  Ѵіь^Л-Ь^  есть  модуль  выраженія  (1);  означивши  его  чреаъ  г, 
имГ.емъ 

а~г.  соі>ф,    Ъ—г.  зіоф, 


а  потому 

Пеіремѣнивъ  ф  на  —  ф,  получимъ  сопряженное  выраженіе 
а — Ь.і=г(соіф — /.5Іпф); 

потому  Ч1П0 

8Іп(  ф)=  ЗІпф,  С05(  ф^—СО&ф 

и  модуль  г  остается  тогаъ  же. 
5.  Произведеніе  двухъ  выраженіи 

/•(созфч-г.  8Іп(р^,  /'(созф'ч-г.  бігіф') 

будегаъ 

-   гг'(со!>ф-4-г.8Іпф)(со8ф'-нг.8Іпф')— /-/[(со^ф.сойф' — зіпф.йіпф') 

-4-[!іІпф.СОйф''Ч-5Іпф'.С09ф).г] 

но  изъ  Тригономегарін  извьстно,  что 

СОіф.СОйф'  ЗІпф.  8Іпф'=:С05(ф+ф') 

8Шф.С08ф'-»-8Іпф'.С08ф=йІіі(ф-4-ф'), 

а  потому 

(2)        л-(со8фч-г.8Іп,ф)./ (со8ф'-ч-Л8Іпф')=г7-'[со>{ф+ф')-і-/.8Іі)(ф+ф')]. 

Следовательно,  гтобы  перемножить  два  мпимыл  вьграженіл,  Ъолжно  перелтожшпъ 
ихъ  модули,  и  сложить  дуги,  имг  соотвпѵшпбующіа. 
Произведеніе  п  мнимыхъ  множителей 

7'і(созф,ч-г.зіпф,),Г2(со8ф2-4-г.зіпф2),Гз(сОйф5-»-г.  зіпфз),..  .г^(сойф^-+-г. віпф^ 

будетъ 

7■^г,^з...г^(сайф^+г.8ІпфI)(со8ф^^-^.зіиф2)(соьфз+г^8Іпфз)....(сойф^^-г.8Іп 

=/-,г,Гз....г^[со5(Фі-*-ф2)+г.зіп(ф,ч-фг)]  (созфз-ьг.зіпфз)  (созф^+г.зіпФ^ 

=г,7-,Гз...г„[со8(ф,ч-ф,ч-фз)ч-/.ми(ф,ч-ф,ч-фз)]....(со8ф„+г.шіф^) 
н  т.  д.,  наконец ь 

==г,г,Гз...г^[со8(ф,ч-ф24-фзЧ-...-+-ф^ч-г.зш(ф,+ф,ч-фз-н...-4-ф  ]]. 

и  такъ  вообще,  чтобы  перемножить   ппскольпо   выражент,  должно  переятожить 
•сѣ  ихъ  модули,  и  сложить  дуги,  иліъ  соот^ѣтствующіл. 
Отсюда  выводим^  знакомую  намъ  теорему: 

Шодуль  произведеш'я  ітсколькихъ  лтимыхъ  бьіражсній  есть  произведете  модулей 
каждого  лтожителя.  ^ 

3* 
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Положивъ  Гз=...=г  =г  и  ф^  —  ф^=ф^г=...—  ф^-г=ф^  вмѣенъ 

г"(со&ф-\-і.ѣ'шфу'==г'[со8{пф)+і.$іа[пф')]; 

откуда 

(з)  (со8фч-/.зіпф)'*=со8(7г(Р]ч-г.8Іп(«<р). 

Это  уравееніе  имЬетъ  большія  приложенія. 
4.  Пусть  дано  частное 

г(со5фч-г,5Іпф) 
г(соьф'-\-і.&іпф'У 
помножавши  дѣлимое  и  дѣлителя  на  оовф' — г.зіпФ^,  имѣемъ 

7- (соі.ф+г.8Іп(р)  ^(соѣф-\-і.5^пф'^(со5ф'—і.8Іаф'^ 
г'(со5ф'-ьг.8Іпф'У^  /(соз'Ср'-ьвхп^ф'] 

—  ^  [(сО8(р.СОй(р'+5Іпф.8Іпф')+(8Шф.С08ф'  ЗХПф'.СОбф)  ■  4 

но 

С08ф.С08ф'-Ь8Іпф.8Іпф'=С08(ф  ф') 

ВІпф.СОіф'  ЗІПф'.С05ф=8Іп(ф  ф); 

поэтому 

ГлЛ  г  (созф -ьг.біиф)    т*       ,  ,  „ 

-)  .  .       =-[со.(ф— ф')ч-г.8Іп(ф— ф')]. 

7-(со8ф+л.8шф  ]    г-       ѵ-^  ■^У^ 

Отсюда  выводимъ  правило:  гтобы  раздѣлить  одно  выраокеніе  на  Ър)гое,  должно  мо- 
дуль дѣлимаго  раздѣлить  па  модуль  дплителл,  и  изъ  дуеи,  соотвптствующей  первому^ 
еыхесть  дугу,  соотвѣтствующую  второліу. 

Положивъ  Ф=0,  будетъ  С08ф=1,  8Іпф=0;  отъ  этого  уравн.  обратится  вь 

слѣдующее 

ИЛИ 

-=С05ф'  ?.8Іпф'. 


С05ф-Ьг.8іп( 

5.  Отъищемъ  теперь  всѣ  значеиія  радикала 


Одно  изъ  эіпихъ  значеній  есть 


потому  что,  по  ур.  (5), 

Л     ІФ\         (Ф\Ѵ  (Ф   \         (Ф  \ 

г»[соз |^-^,+/.з1п,|^- I]  ^  ==/{со8|^-.7г^ч-/.зіо!^^.п  |]=7{со.ф-4-г.  8іпф) . 
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Прочія  же  значенія  получатся  по  §  57,  помноживши  (6)  на  /г— 1  корней  уравненія 
у" — 1=0,  веравныхъ  единицѣ. 

И  такъ  огаъищемъ  всѣ  корни  уравненія 
(1)  ^"-1=0, 

и  положимъ  для  большей  общности,  что  п  какое  нибудь  цѣлое  положительное  число. 
Пусть 

(с08 Ѳ+1. 8ІП , 

гао  - 
или,  по  ур.  (3), 

^''[соэ(/гѲ)+г.зіп(лгѲ)]  =1; 
это  равенство  [см.  Гл.  II]  разлагается  на  два  другія: 

/'со!«(/гѲ] — і~о  и  &ів(пѲ'^=о, 

кошорыя  даіотъ 

^=1,  соь(пѲ]=1,  ѣ'ш(пѲ)г=:о; 

для  чего  должно  быть 

,  2Ы 

Ѳ=±  , 

п 

гдѣ  й  означаешь  какое  нибудь  цѣлое  число,  а  Л  величину  полуокружности  радіуса  =1. 
Слѣдовательно  всѣ  корни  ур.  (7)  будутъ  заключаться  въ  выраженін 


Г=С05   |_Л'<ІПІ  -1. 

^        [  п  )        [п  I 


При    Л=0    будешь  у=1 


=     СОЙ —  ±:г.81п1  — 


к=2      .    .    .    =     со8[—  ]+г.5Іп(— 
[п)  [п, 


к  =  3 


л=,^2 . .  =  со,[(^"-'')")±,-..іп[(^д 
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далѣе  для  /Ь=/іЧ-1,  /Л-^,..  •  будутъ  возвращаться  прежнія  выраженія  въ  томі.  же 
порядкѣ. 

Такх  какъ  для  к=^1  и  к—п—Т, 


с  08^ 


А  іюгаому: 

1).  Когда  и  хетное,  тогда  предьидущія  выраженія  приведутся  къ  п  значеніяиъ: 

\7г  )          \п}  \п]  \пі 

.(4.7і\    .  .  ММ  .  .  ІЫ\ 

соз  і  — И-г.  зш  —  ,  С08  —  — г.зіп  —  , 

\п}           [пі  [п)  [71} 

со8і — 1+^.8іп!  — соз| — I — г.зіп^— 5 


.       .........  5 

^1  ^и-г.зш,  і — — соз   — г.зіпі   ^-і  , 

\      п      )  \      п     )        \      тг     )  {     п  I' 


—1. 

Здѣсь  два  корня  дѣйсгавительные,  а  именно:  первый  и  ііослѣдній. 
2).  Когда  п  іісгетное,  тогда  корни  ур.  ^'^—1=о  будутъ 

1, 

соз     ,    С08, —  — г.зш —  ,  - 

[?1  )  [п  )  \71  )  \П  )  \ 


(9)\ 


соз 


V  ^і.ьш  ^  I  соз  і  і—  — г.810  ^  ^-  , 

\      п     }  {      гі     I'        [      п     I  \      71  / 

^  +г.8Ш  ^  ,   С08  і  і—   '—і. 


I 
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Здѣсь  только  одинъ  дѣйствительныи  корень,  а  именно— первый. 

Эта  тригонометрическія  выраженія  корней  алгебраическаго  уравненія  ^"  —  1=0  не 
должны  вводить  въ  заблуждение,  что  у  есть  результатъ  трансцендентнаго  дЬйствія 
надъ  1.  Здѣсь  пронзводишся  два  трансцендептныя  дѣйствія,  которыя  могутъ  быть 
замѣнены  однимъ  алгебраическимъ:  вырзженіе  ті  есть  трансцендентная  Фупкція  отно- 

сительно  1,  а  соз    -Ьг.віп  !  есть  трансцевденганая  Функція  относительно  Л; 

\п  I  ^  п  ^ 
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эти  двѣ  Функцін  замѣняются  одною  радикальною  Ѵі. 

Помощію  предъидущихъ  выран;еній  легко  найти  всѣ  значенія  радикала  (5),  т.  е.  корни 
мяимаго  уравненія 

(ю)  а:''=г{соѣф -ьі.ъпіф).  ч 

Если  п  гетное,  то  значенія  х  получатся,  помноживъ  выраженія  (8)  на  (6);  руко- 
водствуясь Формулою  (2),  находимъ 


 /•лГс08[?'і+/.8Іп[?)]. 

Когда  п  легетпое,  тогда  всѣ  значепія  х  получатся,  помноживъ  выраженія  (9)  на 
(6);  они  будутг: 

[-»(д+л,і„(?)і 

Іф+ія\,.  .  Іф+іяѴ 
•=-».И(— ]±-.п(— ]1 


Чтобы  получить  корни  уравненія 

а;"=г(со5ф — г.зіпф), 

етонш-ь  только  въ  предтидущихъ  выраженіяхъ  перемѣвить  $іпф  ва  — зіпф  или  Ф 
на  — Ф;  отъ  того  общее  выраженіе  для  а;  будешь 

^„^тг  ГсозІ—  ііг.'>т  1 

^      [       п       )  і        п  )^ 

С^Ёдовательно  всѣ  корни  уравненія 

[л;" — л-(созфч-г.8Іпф]][:с" — г(с08ф — г.  8Іиф)]=о 

или 

будугаь  заключаться  въ  Формулѣ 

гдѣ  »  какое  нибудь  цѣлое  положительное  или  отрицательное  число.  Помоідію  этой 
Формулы  можно  рѣшагаь  уравненія  вида 

гдг.  «л  и  а,п  дѣйсгавительныя  количества;  для  этого  должно  положить 

Такъ  какъ  г  всегда  дЬиспівительвое  и  положительное  Количество,  ^гао  а^п  должно 
быть  также  положительное,  а        съ  противньшъ  знакомь  С08  Ф. 

6.  ЗамЬчательпЬйшія  слѣдствія  эгаихъ  тригономегнрическихь  рѣшеній  суть  теоре- 
мы Котеса  и  Мупвра. 

1)  Пусть  а  будешь  дѣйствительное  количество;  то  корни  уравненія  л'* — л"=:(7, 
по  сказанному  выше,  будугпъ  заключаться  въ  выраженін 

(11)  а;=:оГсо8  г!:г.8ігі   Ч 

н  выведутся  изъ  него,  давая  п  значеі>л  О,  1,  2,.... 
Чтобы  получить  корни  уравненія  x'^+а"—о  или 
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должно  положить  въ  уравнепіи  (10)  7— а^,  со!>ф= — 1,  ш.  е.  ф=7іі  отъ  чего 
^=  а.Гсо.1 ]±.-.8Іп^— ;^|] 

(12)  ,.[еов^^_-^|і.8ш^А— —  !], 
гдѣ  я=0,  1,  2,  3,.,.. 

Формула  (11)  показываетъ,  что  биномъ        а"  есть  произведеніе  множителей  вида 

/2«Л\       „  .    /2кл;\       ^     „  /2« 
= [л; — а . со8|       I ]  * ч-а  ' эт      —  1=л;  'ч-а " — 1а х •  соз^ — 


для  л  четного  будетъ 

^      ''^  тг  /г     -'^  ' 

а  для 
(14) 


[13І  х"—а"= 


а  для  и  нечетного 


[х--а)[х  'ч-а  — 1ахсоѣ^^^][х  ^+а  = — 2а^со8|^|]..     ^+а  ""-гахсо&^ — . 

Начершнвши  окружность  радіусомъ  АО=а,  раздѣлившя  ее  на  2"  равныхъ  частей, 
отложивъ  ѴО—ж  и  проведя  изъ  Р  во  всѣ  точки  дѣленія  прямыя  РА,  РМі,  РМг» 
РМз,.,.,  изъ  гареуг.  (Фиг.  9)  РМ^О,  РМ4О,  РМеО,....  имѣемъ 

—  3       ■  •  М 

РМ2=л;'ч-а' — 2ахсоѣ^~^ 


РМ^=а;''ч-а' — 2ахсо5~  I 


притомъ  X — я=АР. 

Когда  п  четное ^  тогда  РМ„-=лч-я,  и  ур.  (15)  даетъ 

РО'' —АО  "=РА.Ш  ^РМ^..РМ^_ ,  .РМ„ . 
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Для  ѣ  неъсѵтаго^  по  ур.  (І^і);  будетъ 

•         

Р  О '  — АО '*=гРА.РМ '  .РМ  ^  ...РМ^_  I . 

Биномъ  л/^-+-а^,   по  Формулѣ  (12),  соспюитъ  изъ  множителей  вида 

— дГсоа,   ^ — +г.  8шр  ]]  х — а;соз    ^  , — і.  5Ш.   —  \  \\ 

^      \         П         I  \       П        У  ^  ^         [        71        )  [  П 


Когда  /г  гетное,  тогда 


а  когда  п  негепглое,  шогда 

Л  ^гс  Іп—Ъ\гс 

х'^ -\-а"' =(х-\-а)[х" +а'' — 2ахсо?,~]\х'^+а^—1ах.со%  — '\...[х'^-\-а'*-1ах.о.Оѣ-  

п  п  п 

Изъ  треугольниковъ  РМд^О,  РМ3О,  РМаО,. ..  имЪемъ 
РМ^=:а,'^-«-а= — гах.соъ\^ 


РМ ,  ^х '  -\-а — 2йл;  .соз 


 :    •    •  ? 

Иілакъ  для  п  %етнаео  будетъ 

^-'Ѵа"=роѴАо"=™':™::™!...™^^ 

а  д,ля  п  негетпаго, 

x'^+а"=.V0''-\-^О  =Шг-РМІ.РМ!...РМ„'  .-РМ^. 
Изъ  сказаннаго  видно,  что,  какое  бы  нибыло  гг,  всегда 

(15)  РО'— АО''=РА.РМ.РМ^...РМ,„_, 

(16)  роѴао'=рм,.рМз.рм,...рм,„_,. 

Это  геометрическое  значеніе  бийомовъ  л;'*Іа"  открыто  -Авгличаниномъ  КотезоліЛ 
(Соіеа),  и  было  обнародовано  послѣ  его  смерти  Шмитомъ  въ  Наптпіа  тетигагшп. 
2)  Выраженіе 

— 2а"а:".сой(Р+а^'*=о 
состоитъ,  по  сказанному  выше,  изъ  миожишелей  вида 
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(із)  л'^ — 2ах.соц 

^  '       п  ) 

гдЬ  й  цЪлое  положительное  число;  а  гыраженіе 

какъ  легко  увѣриться  будегаъ  состоять  изъ  множителей  вида 
(19)  д: '  — 2а  X.  со.->,  ^  +л 


(20)  — 2ах.соѣ 


2к-^±]7і 
п 


гдѣ  и  также  какое  нибудь  положительное  цѣлое  число.  Отъищемъ  геометричоское 
зааченіе  этихъ  выраженіы. 

Ф 

Пусть  дуги  АС=(р  и  АВ=-  (фиг.  10)  бѵдупгь  части  окружности,  описанной  радіу- 
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сомъ  АО=а;  начиная  съ  точки  В,  раздѣлимъ  эту  окружность  на  З/г  равныхъ  частей, 
отложимъ  РО:=х,  н  изъ  точки  Р  въ  точки  дѣленія  В,  Мі,  М  а,  М3...  проведемъ  пря- 
мыя   РВ,   РМі,  РМг,..:  множитель  (17)  при  /г=о,    1,  выражаеті.  квадраты 

лнпій  РВ,  РМг,  РМ4.,...,  а  множитель  (19)  при  к=о,  1,  2,...  квадраты  линій  ѴШ^, 
ѴМз,  РЛІ5,...  То  же  самое  для  множителей  (18)  и  (20):  первый  выражаетъ  квадра- 
ты линій  РМг/г—г»  Р»^! 2Л— 4.,« •• ,  а  второй  квадраніы  линій  РМ2м_ц  РЛІви— зѵ 
Отсюда  заключаемъ,  что 

X  ^  «_2а  ".со-  фч-а    = РО  '      2Т0   РО  ".со  <АС)+А0  ^  "=РВ ' .  ™  ^..РМ  ^  „  _ , 

Л7 = ".СО . ф+а  ^ '^=г РО ' ' +2  аТѵѴРО" .со5 (аС)+ АО ' " = РМ  ^ .  РМ     РМ  * _ , . 

Эта  теорема  дана  Шуачроліъ  и  содержитъ  Котезову  какъ  частный  случай,  Вь 
самомъ  дѣлѣ,  положивъ  въ  посіѣднихъ  уравненіячъ  АС=0,  и  извлекши  изъ  обѣихъ  ча- 
стей корень  квадратным,  мы  получимъ  \равненія  (15)  и  (16). 


IV. 

1.  Въ  §  12  мы  показали  способъ  вычислять  мнимые  корни  всякаго  уравненія  вида 

гдѣ  йі,  «г,,  -^'«г  ДЬй(^п^вительныя  числа;  но  этотъ  способъ  весьма  затруднителенъ  въ 
ііриложеніи.  Тригонометрическія  свойства  мнимыхъ  выраженій  даютъ  другой  способъ, 
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болѣе  удовлетворительный. 
Вставивши  вмѣсто  х  мвимое  выражееіе 

^(собф-і-г.зіііф), 

имѣемъ 

^"[соі+і.&іп.ф)'^-\-а^^^~''^{соь(р-\-і.  8Іаф)'"~'ч-...-ьл,„_і7'(со8ф+г.8ІііФ)+а„г=о 
или,  по  ур.  (5)  приб.  ІП, 

Отдѣливъ  дѣйсгавигаельную  чаешь  огаъ  мнимой,  и  положивъ  для  сокращенія 

Г[г,ф)-Лоътф-\-а ,        со5(т—і)ф+а  У~  ^соъ[т—г)ф-\-. .  гсоз  ф+а^ 

ф(г,ф)=:7-'"5Іптф+а^г'"-і8Іп(ш--і)ф+а2г'"-'8Іп(т— 2)ф+...н-л.^_ігзіпф, 

резулыпашъ  нашей  вставки  будетъ 

/  [л(со8ф+г.зі  п  ф)]  =:/'(г,ф)+г.  ф[г,ф). 

Чтобы  выраженіе  г(со8ф+г.йіпф)  было  корнемъ  даннаго  уравненія,  необходимо,  птобы 

(і)  і'[г,ф)=о,  ф[г,ф)=о. 

Помощію  этихъ  уравненій  можно  вычислить  гиф  слѣдующимъ  образомъ: 

Пусть  Гі  и  фі  будушь  приближенный  значенія  гиф;  положивъ  г-=г  і  фг=:ф  і-1гКу 
внесемъ  это  въ  уравненія  (1),  и  по  малости  Л,  стане.мъ  въ  разложеніяхъ 

Г{г,-^-/2,ф^+к),  ф(г,+Л,ф,-ь/г) 

пренебрегать  сшепенями  Л'-*,  /*^,...7/'*,  а  по  малосшн  к,  положимъ 

созтгг/г^соз^т — !)«;=:. ..=со8л;-—1 

ѣ\птк=тк,чііі(пг — ±^к  =  (^т — і)^,...4пк=к; 

отъ  этого  первое  разложеніе  будешь 

(/•^+тЛг^—  ^ )  со5т(ф ,  ^  [г^-  ^ +(т—і)  Ігг^  -  =]со8(т--і)  (ф ,  +«;)н-. . 

~*"^7л-і  (''і+^О       (фіЧ-и)+а^,  =  {г'^-^ткг^^)  (созтфі — тк.  8Іп/;(ф,) 

+  {пі—і)  [соз  (^— і)фі  —  [т—і.)к.  зіо  (/я— і)ф,] 

—Р[г  I  ,Ф  I  '  созтф       ^  (^— і)/"-^со8(/7г— і)ф ,  ,  ^  со>ф  ^/г 

— [т7\ѣ\птф I Ч-д! I [т — і)г"^~ ' 8І п —  і) ф г -ь. . і г і зі п ф ^  |« 

-—[[т  ^ )/;'" '  8Іптф  I      ,  ("^— і)  >7~  'оіи  ('^— і)ф , +. .  .-+-1'/,»- 1    пф ,  )]Ля. 
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Ошбросивъ,  по  малости  л??,  послѣдаюю  строку,  и  положивъ  для  сокращенія 
тпг^"'  ^ соятф  1+[т — і)а ^ г 'і' ~ *со.'^(/гг—  1  ]ф ^ ^со»ф  ^  - М 
тг'і^~' ѣіа т(р^-і-(^т — і)а ^ г?*^ ''зіп (/тг — і)Фі-^  -^ат-і  аіаф ,  —У, 

наше  разложеніе  будетъ 

(2)  і^(г,,ф,)+М.Л— ^,N.й;=о. 

СдЁлавъ  то  я«е  самое  въ  разложеніи 

находнмъ 


или 


(з)  ф(/'^,(р^+N.Л^-7•^М./і;=о. 
Наковецъ  изъ  двухъ  уравненій  (2)  и  (3)  получаемъ 

Такимъ  образомъ  будемъ  имѣшь  новыя  приближенныя  значевія  г  и  ф: 

Желая  продолжать  приближеніе,  должно  поступать  съ  гг  и  ф^  такъ  же,  какъ 
съ       II  Фі . 

Замѣтимъ,  что  здѣсь  количество  к  выражено  въ  доллхъ  радіуса,  а  потому,  если  мы 
его  хотимъ  имѣгаь  въ  секундахъ,  то  должны  его  помножить  на  число  секундъ  въ  ра- 
діусѣ. 

Формулы  (4)  и  (5)  можно  сдѣлать  болЬе  удобными  для  тригонометрическнхъ  вы- 
числеаій.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  мы  имѣемъ  право  положить 

Ф['-г,ФіУ  ЗІПЛ  С05Я      '  , 

М              М  N 
1ап§//=:— 5     8  =  ^ —  =   ; 

отъ  чего  будетъ 
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Значенія  М  и  N  легко  получить  соотвТ,пістветіо  изт.  І^(гі,  фі)  и  Ф(гі,  фі),  а 
именаог  пояіномстъ  каждый  глеиг,  на  показатель  степени  и  уліепьшивъ  этотъ  пока- 
затель единицею-^  пі.  е.  М  н  ІЧ  сушь  ироизводныя  Функціи  огаъ  и  ^('■іфі) 
относительно  Гі. 

Формулы  (4)  и  (5)  даны  Силісономъ.  Чтобы  ими  пользоваться  должно  прежде  знать 
приближенныя  значеніл  искомыхъ  количеств7>  /"  и  ф,  что  составляешь  немаловажное 
Затруднение.  Лежаіідръ  для  этого  предлагаетъ  слѣдующій  способь: 

2.  Пусть  данное  у равненіе  будешь  /(^х)~о.  Вставимъ  въ  него  вмѣсто  а;  произвольное 
мнимое  выраженіе  (Х+В  г,  но  такое,  чтобы  д,  и  /3  не  выходили  изъ  предѣловъ  дѣй- 
сшвишельиыхь  корней,  и  пусть  результатъ  этой  вставки  будешь  Р+^.г.  Сдѣлаемъ 
ту  же  вставку  въ  производную  /  (л:),  и  означимъ  результатъ  чрезъ  М^-N.г.  Дадимъ 
попюмъ  выраженію  а^-^3•г'  произвольное  прираіценіе  оз^  котораго  бы  модуль  быль 
весьма  маль  относительно  модуля  Ѵ^а^^-Ь/З^;  вставимъ  выражекіе  а-Ь|5'^+С0  нмЬсто 
X  въ /(лг),  и  пренебрежемъ  степенями  со^,  оэ^ ••  і*^"'*  того  получимъ 

/  (а^-^3.  і+оэ) = Р+ ^.  г-ь  ш  ( М+К.г:) . 

Та :чЪ  какъ  со  произвольное,  шо  можно  положить 

га  (         N.  72  (  Р+д.г), 

гдѣ  п  <1;  отсюда  имѣемъ 


•'V 


■п  г. 


и  резульпіптъ,  соопівѣтствующій  поправленному  выражению,  будешь 
/(а+і3.г+со)  =  (і— г); 

онь  меньше  предъидуи^аго  результата  въ  отношеніи  1— тг  къ  1.  Что  же  касается  до 
дроби  п,  то  она  берется  по  произволу,    но  довольно  малою  относительно  \/а^+^3*. 

Если  Р  и  О  довольно  уже  малы  относительно  М  и  К,  шо  можно  положить 
и  віпорое  приближенное  значеніе  ^Ч-^.  г  будешь  согласно  съ  тѣмъ,  которое  получится 
по  Салісоиовыліъ  ФО])муламъ.  Но  когда  Р  и  О  въ  ошношеніе  М  и  N  довольно  еще  зна- 
чительны, тогда  для  п  должно  взять  дробь  <1,  притомъ  такую,  чтобы  модуль  оэ 
содержался  нѣсколько  разъ  въ  модулѣ  а+^3  г-  Съ  новымъ  поправленнымъ  выраженіемъ 
посгаупаемъ  такъ  же,  какъ  и  съ  предъидущимъ;  огаъ  того  результатъ  Р^-^  г  еп^е 
уменьшится.  Такимъ  образомъ  продолжаемъ  до  тѣхъ  поръ,  какъ  Р  и  ^  будушъ  количе- 
ства довольно  малыя;  послѣ  чего,  сдѣлавъ  7і=1,  продолжаемъ  рриближеніе  по  Симсо- 
н<>вь7Ліь  Формуламъ.  і 


V. 


Когда  въ  уравнсніи  третьей  степени 
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оудетъ  удовлетворено  условіе— —  <о-,  тогда,  по  §  10),  всѣ  ко()ііи  дациаго  уравне- 
нія  дѣйствнтельиые;  но  радпкальныа  выражение  х'. 


-""-'1  !г-:«-*'Г»« 


выведеппыя  въ  §  158,  этого  не  показываюгаъ;  потому  что  выражееіе  подъ  показагае- 
лемъ  I  прииимаетъ  мнимый  видъ  а-\-Ь\/—\. 

Эпіошъ  случай  былъ  замѣченъ  КарЪаполіъ^  и  названъ  не  разрпшимыліъ.  Кенигъ  далъ 
геометрическое  объясненіе  этого  случая,  и  показа  іъ  возможность  получить  дѣйстви- 
тельныя  звачеиія  корней  посредетвомъ  дѣленія  угла  на  3  равпыя  части.  ,Лсйбіищъ  и 
Николъ  разложили  выраженія  х  вь  ряды,  не  содержащія  мнимыхъ  членовъ.  Но  самый 
простой  способъ  получить  истинныя  зыачеиія  х  есть  шригонометрическій,  который 

мы  ЗДІіСЬ    ИЗЛОЖИМ!  . 

Въ  Кардановыхъ  Формулахъ  выражен! я 


суть  корни  уравненія  у^— 1=о,  не  равные  1,  и  по  Формуламъ  (9)  приб.  ІІІ,  можно  имъ 
дать  видъ 

І7І              Ъті          27І     '  1п 
С08'  Н  І.  5ІП  ,    С05  /.5ІП —  : 

3  3  3_,  3 

такъ  какъ  выраженія 

2  и    21)        2      \^  11] 

ииѣютъ   видъ  — 1,  піо  можно  положить   ихъ  равными  соотиѣтспівенно  вьіра- 

женіямъ 

и  (і(со&ф — г.  зіпф], 
въ  кошорыхъ       8Іпф,  созф  опредѣллтся  по  члену  2  приб.  III;  и  такі. 

3    3 

Л'х=і/^(оо.-.ф+/.біиф)+]/(^созф — /.зіиф], 
(     2лг     _  2^^,».   /      Іті  2я:\   
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По  ур.  6  приб.  III,  эти  выраженія  обращаются  въ  слѣдующія: 

С08-Ч-Л8Ш-  -«-рМ  С08  ?.  8ІП- 

-        I      5  5)   ^  {      3  ЗІ 

С     2^     .   .  27і;\    і[      ф     ,   ^  ф)   (     2П  2п\г(ф 

С08-— — г.  ът~  и\соѣ- ч-г.  8ш-  -ь,  со» — 8Іп —  'е^  сое- — /. 
V      3  \      3  Ъ)  \      Ъ  3  /   і  3 

I      27І     ,    ,  27і\  іі     ф    ^  ^  ф\    I     2Л  2Л\  I/      ф  ф\ 

С05  —  +  1.  бш — .рМсо8 — |-г.5ш— +  С08  г.віп —  е^|со8  г.8Іп- 

13  Зі'  (     3  5І   \      5  3  /  I      3  ЗІ 

или  еаконець,  по  уравненію  (2)  пр.  III,  въ  слѣдующія: 

1  Ф 
3 

^  (ф-'2п] 

Л"»  =2^^  008   


8Ш — 

3 


л     /  Ф+27і\ 


выражевія  всѣ  три  дѣйствительныя  и  довольно  удобныя  для  вычисленія. 

Неразрѣшимый  случай  уравненія  3-й  степени  слѵжитъ  примѣромъ  невыгоды  ради- 
кальнаго  рѣшенія;  если  бы  мы  имѣли  такія  рѣшенія  для  вскхъ  уравненій;  то  мы  не 
скоро  бы  съ  ними  справились,  чтобы  получить  истинныя  значенія  корней. 


VI. 

1.  При  ковцѣ  печатанія  этой  книги  мнѣ  сообщили  10-й  номеръ  Сошіев  гепіив  ЬеЬ- 
йотасіаігез  сіез  бёапсез  сіе  ГАсасІётіе  сіез  всіепсев  раг  М.  М.  Іез  бёсгёіаігез  регре- 
Іиеів,  5  БерІетЬге  1837,  Рагів,  гдв  помъщенъ  новый  способъ  рѣшенія  численныхъ 
уравненій,  предлагаемый  Г-мъ  Коши.  Простота  теоріи,  легкость  въ  приложеніи  и 
преимущество  его  предъ  Лагранжевымъ  способомъ  заслужливаюгаъ  вниманіе  Геомет- 
ровъ,  и  потому  я  падѣюсь  доставить  удовольствіе  читателямъ,  нзложивъ  его  здѣсь  и 
пояснивъ  его  примѣромъ. 

Этотъ  способъ  основывается  на  слѣдующихъ  шеоремахъ: 

1)  Пусть  Дл;)  и  Р{ос)  будутъ  двѣ  Функціи,  обращающіяся  въ  положишельныя  ко- 
нечныя  количества  при  й;=а,  непрерывныя  и  удовлетворяющая  условію 

(і)  /(^)<г-(*) 

для  X  между  предѣлами  а  и  5.  Если  уравненіе  Р{ху=:о  имѣегаъ  одинъ  или  вѣсколько 
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дѣйствишельныхъ  корней  между  этими  предѣлами,  изъ  которыхъ  с  есть  ближайшій  къ 
а;  то  уравненіе  /(^ху=.о  будетъ  им*ть  по  крайней  мѣрѣ  одинъ  дѣйствиіпельный  корень 
между  а  и  с. 

Въ  самомъ  дѣлѣ:  такъ  какъ  Р^с^—о,  то  по  условію  (1)  будетъ  /(с)<о;  но  по 
предположеаію  /(а)>о;  следовательно  /(^),  съ  переходомъ  д;отъ  а  къ  л,  переходитъ 
изъ  положигаельнаго  состоянія  въ  отрицательное;  для  чего  она  должаа  пройти  чрезъ 
нуль. 

Доказанная  теорема  справедлива,  будетъ  ли  й>й  или  Ь<,а, 
2)  Пусть 

/(о;),  Г(^),  Ф{а:),  Ѳ(^),  Ѵ<^) 

будугаъ  непрерывныя  Функціи  х  между  предѣламя  и  X,  полагая,  что  X  >  л;о,  и 
резз'льтаты  и  Ф(^Хо)  имѣютъ  одиііакой  знакь  съ  а  Ѳ(Х)  и  я^)(Х)  одина- 

кой  знакъ  съ  / (X).  Положимъ  еще^  что  всѣ  эши  Функціи^  для  х  между  данными  предѣ- 
лами,  удовлетворяюшъ  условіямъ 

Л^.)  Л-о)  /(^.) 

гдѣ  знакъ  <  можетъ  быть  замѣненъ  иногда  знакомъ  =,  въ  условіи  (2)  для  х—Хоі  * 
въ  условіи  (3)  для  а;=:Х.  Наконецъ  допустимь,  что  уравненія 

(4)/(^)=о,     (5)Г(.г-)=о,;  (б)Ф(^)=:о,    (і)ѲМ-^о,  (8}я^(^)=о 

ймѣютъ  дѣйсшвительные  корни  между  д"о  и  X,  и  что 

^  наименьшій  изъ  такихь  корней,  а  ^  наибольшій   для  ур.  (А) 

Д^о  -+-      наименьшій   для  ур.  (5) 

Л7о  Ч-  V  наименьшій  для  ур.  (6} 

X  — М  наибольшей   для  ур.  (7) 

X  —  N  наибольшей  для  ур.  (8). 

Корни  ^  и  5*  могутъ  быть  или  различные  или  сливаться  въ  одинъ.  Существованіе 
этихъ  корней,  по  теоремь  1,  предполагаешъ  сун\ествованіе  корней  x^+^л  и  X  — М, 
которые  должны  удовлетворять  условіямъ 

•     (9)^г7„+//<^  (10)3:<Х-М. 

Существованіе  корня  х^-і-ѵ  предполагаетъ  сущесгавованіе  корней  ^  и  а  потому  и 
существованіе  корней  лг^ч-//  и  X— М,  которые  должны  удовлетворять  условіямъ: 

Наконецъ  существованіе   корня  X— N  предполагаетъ   существование   корней  ^  и 
следовательно  и  существованіе  корней  лг^ч-//  и  X — М,  которые    должны  удовлетво- 
рять условіямъ: 

(Э)  и  (і2)  X— ]Ч<л<Х— М. 

5 


3^^ 

Ео.іи  предѣлъ  естькорень  уравн.  (Д),  іпо  онъ  долженъ  быть  также  корень  ураигі. 
(5),  II  сказанное  иредъ  эіпимъ  будетъ  справедливо,  когда  возьмемъ  а;„Ч-г  вмѣсшо  х^^ 
гдѣ  г  есть  безконечаомалое  количество.  Если  же  X  есть  корень  ур.  (4),  то  онъ 
долженъ  быть  корпемъ  уравн.  (7),  и,  чтобы  сказанное  было  справедливо,  должно  X 
заменить  X — е,  гдѣ  г  есть  безконечномалое  количество. 

5)  Пусть  будетъ  уравпеніе 
(із)  /[ос)  =  о, 

когаораго  первая  часть  есть  непрерывная  Функція  х  между  пределами  и  X.  По- 
ложимъ,  что  эта  Функціи  разлагается  на  двѣ  другія 

которыхъ  производныя 

имЬюіііъ  свойство,  съ  непрерывнымъ  возрастаніемъ  х  между  предѣламн  и  X,  пер- 
вая —  всегда  возрастать,  а  вторая  —  всегда  уменьшаться. 

Когда  уравненіе  (15)  алгебраическое  раціопальное;  шогда  для  Ф(л7)  можно  взять 
'сумму  всѣхъ  положиіпельныхъ  членовъ,  а  для  — ХС'^)  сумму  всѣхъ  отрицательиыхв» 

По  извѣсіпнымъ  Форму.іамъ  §  18,  имЬемъ 

=:(р(Х)+(.г— Х)ф '|Х+Ѳ  Дл7— X)] 

ідь  Ѳ,  Ѳ',  ді  и  О 2  суніь  ічоличесшваз  заключающіяся  между  О  и  1,  Отсюда,  замЬ- 
іііпвь,  что 

имѣ^мь 

/(Л7  )-4-(.Г— ,  )\Ф'[Х^  +^("^— -^о)]— ХІ-^  ^-^О'^Х-Х  ^]  I 

Такь  какъ,  по  приняіиымъ  )словіямъ, 

ф'[^^+Ѳ(.г— ф'[Х+Ѳ,(^— X)] 
меньше  Ф(Х)^п  больше  ф'(л;о),  а 

меньше  %'(Х)  и   -  льше  то  предъидущія   уравненія  даютъ  слЬдующія  нера- 

веисніьа: 

/(.г)</(^„)+(^-х„)[ф'(Х)-;(-(х„)] 

/Сг)>/(х,)+(х-.<,)[ф-(^,)-Х'(Х)]  . 

/М>/(Х)+(^-Х)[ф'(Х)-хѴо)] 
/(^)</(Х)ч-(^-Х)[<р-(х,)-х'(Х)і, 
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(14)  /(^о)  +  (^— ^о)[Ф'(^о)— %'(^)]<^Н</(^о)  +  (^— ^о)[Ф'(Х)— ХТ-^")] 

(15)  /(Х)+(^-Х):(Р'(Х)-х'(^о)]</(^)</(Х)+(:г-Х)[ф'(^„)-;^'(Х)], 

Если  результаты  /(лго)  и  ДХ)  положительные;  шо  эшн  веравеисшва  приводятся 
къ  слѣдующимъ: 

(16;        7(;^)  1-^  '^■>^</(х„)<^^~7(:^:) — ^-^ 

(П)  1  +  (х-Х)<^^<  1  +— (-^-^і' 

если  же/(л;  ,_,)  и  /(X)  отрицательные,  то  ееравенешва  (І^І^)  и  (15)  обратятся  въ  слѣ- 
дующія: 

Когда  /(л-д)  положительный,  а  /(X)  отрицательный,   тогда  нер.  (11^)  и  (15)  заме- 
няются неравенствами  (16)  н  (19).  Наконецъ  когда /(07^)  отрицательный,  а  ДХ)  по- 
ложительный; тогда  вмѣсто  (1Д)  и  (15)  должно  взять  (17)  и  (18). 
Вообще:  какіе  бы  ни  были  результаты  /(лг^)  и  /(X),  означивъ  чрезъ 

_  1     _  і 

а  ^ 

наименьшее  и  наибольшее  изъ  отношеніи 
а  чрезъ 

1  1 

-  и  - 
А  В 

наибольшее  в  наименьшее  изъ  отношеній 

/(X)  Г[х)  • 

мы  имѣемъ  неравенства: 

(20)  ^       І-І^Г.^  <  <  і— -^І^^ 


[21)  і^-  <^<1Н__^ 


А       /ГХІ^^^  В 


Во*  три  части  клждаго  изъ  эгаихъ  условій,  при  х^іх,^  или  д:=:Х,  приводятся  къ 
1,—  пмиютъ  положительные  резульпіаты,  а  потому  эти  условія  одинаковы  сь  усло- 
віями  2-й  теоремы,  и  уравненія  (5),  (6),  (7),  (8)  замѣняюгася  слѣдующими: 

(-^)       ^  ^--^'(25)^  ^-^'  (24)1+— =0,  (25) 

которыхъ  корни 

зс^+а,  л^+Д  X — А,  X — В, 

гаогда  только  имѣіотъ  значенія  корней 

^^+//,  сг+ѵ,  X — М,  X — N5 

когда  они  заключаются  между  предѣлами       и  X.  Изъ  сказаанаго  въ  эшомь  членѣ  вы- 
шекаетъ  сліідующая  теорема; 
Пусть  будетъ  уравііеніе 

У  (л:)  — о, 

котораго  первая  часть  есть  непрерывная  Функція  между  пределами  и  X,  и  ра- 
злагается на  двѣ  другія  Функцін 

фіос)  и  —х{зс\ 

также  пепрсрывныя  между  тѣми  же  предѣлами;  производная  первой  всегда  возра- 
сшаетъ,  а  производная  второй  всегда  уменьшается  съ  возрастаніемъ  х  отъ  Хц-  до  X. 
^  1  1 

Означимъ  чрезъ— —  натіменьшее,  а  чрезъ  — ■—  наибольшее  нзъ  отыошеній 


'Ѵо)-%'(^)  Ф'(х)-х'(^о) 


1 


чрезъ  —  наибольшее  ,    а  чрезъ  —  наименьшее  изъ  отношенш 
А  В 

/(X)        '  /(X) 
Если  данное  уравненіе  имѣетъ  дьйсгавительные  корни  между       и  X  ,  то  количества 

х^Н-а  и  X— А 

будутъ  также  заключать  эти  корни  и  сами  заключаться  между  предѣлами  х^  и  X. 

Чпюбы  данное  уравненіе  имёло  действительные  корни  между  л:^  и  X  достаточно, 
чтобы  одно  изъ  количествъ 

л:^ч-^3  и  X— В 

заключалось  между  л;,,  и  X,  Пусть  ^  будетъ  наименьшін,  а  ^  наибольшін  изъ  кор- 
ней даннаго  ур.  заключающихся  между  х^  и  Х(эти  корни  могутъ  сливаться  въ  одииъ): 
если  х^-\-^  заключается  меяіду       и  X,  то  будемъ  нмѣтпь  условія 
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если  же  X — В  заключается  между        и  X,  то  будегаъ 

х^<^^+а<,с,  и  X — В<л<Х — А<Х. 

Въ  нѣкошорыхъ  слудаяхъ  бываегаъ  и  гао  и  другое. 

Б"  ііъ  теорема,  служащая  не  только  для  приближения  къ  корнямъ^  но  и  для  отдѣ- 
ленія  ихъ  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ.  Способъ  приближеиія,  на  ней  основанный,  несравнен- 
но проще  Лаграажева,  и  въ  соединеніи  съ  нимъ  можеаіъ  принести  большія  выгоды. 

Сравпимъ  теперь  предѣлы. 

(2б)  ^о^"'  И  ^ — ^ 

съ  Нттоловьтлт,  выведенными  въ  §  135. 

2.  Пусть  а  VI  Ъ  будутъ  предѣлы,  заключающіе  одинъ  только  дѣйствительный  ко- 
рень уравненія  /(л;)=о  и  удовлетворяющіе  условіяиъ  §  132,  Въ  случаѣ  (1)  §  132 
нмѣемъ 

,    ,  _  /{а)   Щ  

ы  предѣлы  (26)  будутъ 

Нютоновы  предѣлы  суть 

— /(а)_        — /(«) 

./\Ь)  ^      ^  9Ѵ>)-Х{'') 

Такъ  какь         >^;^'('^)і         Ф'(^) — Х(^,^'Р'[^^] — ^%'(^)?  ^  потому 


слѣдовагаельно  предѣлы  (28)  не  столь  близки  къ  корню,  какх  Нютоновы.  Тоже  нан- 
демъ  и  въ  случаяхъ  (2),  (3),  (Іѵ)  §  132, 

Отъищемъ  теперь  соотношение  между  разностью  предѣловъ  (28),  которую  назовемъ 
іх}  и  разностью  Ъ — а=:г.  Мы  имѣемъ 
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гдѣ  д  "  Ѳ'  >о  и  <].  ЗамѣіпнБт,,  что  ф'(^Ь] — у/[Ь)=/'{Ъ'^,  имѣемъ 
%"(*^У>%"(^ — ФО  и  — Ф')  слѣдоваше^ьно 

Можно  вывести  другое  выраженіе  для  г\.  Въ  самомъ  дѣлѣ:  вставивши  а+г  вмѣсто 
5,  имѣемі.. 

—  ^  2 


гдѣ  Ѳ  и  Ѳ'  >о  и  <1.  Такъ  какъ^ф'(о^ — ■^{а^==/'{ау^  гас 
.  __г^  2ф"(а+Ѳ^;)-/"(а+ѳ'/)_ 

но  <Р"(Ъ)>ф"{а+Оі)  и  Ф"(й)-%"(5)</"(«+Ѳ'г),  а  потому 

Выражения  подобныя  (29)  и  (50)  выведутся  и  въ  случаяхъ  (2)  (3)        §  152. 

Означивъ  наименьшую  изъ  разностей 
(Зі)  /(а)  и  1ф"{Ь)~ф"{а)-^^xXЬ) 

дрезъ  К,  имѣемъ 

Зная  одинъ  изъ  предѣловъ  (28)  на  пр.  Ъі^Ъ—— —  ^  \ — -    вмѣсшо   другаго  можно 

Ф(^;— %(«) 

взяшь 

^  К 


2;ф'(5ь%(^)' 

или,  означивъ  чрезъ  1^1    единицу  непосредственво-высшаго    порядка  разности  і,  а 

(»)  Я  по.іагаю,  что  данное  уравпеніе  алгебраическое,  для  коиіораго  Ф  'Сл;)  есть  сумма  всЬхъ 
положигпельныхъ  членовт.  /"(л;),  а — ^  (л?)  с^мма  всѣхъ  отрицательныхъ  членовъ;  такъ,  что 
ф"(а;)  и  ^"(х)  возрастаюшъ  съ  возрастаніемъ 
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і  1  К 
чпезъ — "   единицу  непосредсіпвенио-высшаго  порядка  часганаго -7-77777  г/~-,вмЬсто 

можно  взять 

Но  для  этого  должно,    чіпобм  было    удовлетворено  условіе   '^іі-\-1'>іъ  или    ?гг=  или 
Если   это    условіе  удовлетворено;    то   одно    изъ  частаыхъ   ("27)  вычпсляемъ  до 
1  включительно  (пользуясь  сокращениымъ  дЬлеаіемь),  увеліпиваеѵіъ  цыФру  эиіо- 

^10; 

го  порядка  единицей,  и  вычптаемъ  его  изъ  Ь  или  прндаемъ  къ  а,  смотря  по  гаому,  бу- 
дешь ли  это  частное  А  или  а.  Такимт.   ооразомъ  найдемъ  количество,   которое  оть 

точыаго  значенія  искомаго  корня  будетъ  разниться  менѣе  нежели!^— !•  Назвавши 

его  чрезъ  ^3^,  результатъ  /(/Зі)  покажешь,  будетъ  ли  ^5^  высшій  или  пизшій  предѣлъ-, 

— 1?         а  во  второмъ    высшій  бу- 

детъ  іЗі"*"^'^^*         Это  все  было  объяснено  въ  §  і39  для  Нюшонова  способа. 

/  1 

Для  дальнѣйшаго  праближонтя  вмѣсгао  того,  чтобы  снова  опредѣляшь  ~  ,  можно 


ЮГ 


поступать  сл^дуюіцимъ  образом  ь: 

Такъ  какх  ф'(^Ь) — %'(<^)>^/^'( ;  "^^?        ъьлт^.  (32),  имѣемъ 

(33)  ^ 


2  '/■(«)  ' 

К 

опредѣливши  единицу  непосредственно-высшаго  порядка   частнаго  ^^■'ТТ?  '^^'"ору'Ю 


[34)  і,< 


если  2  ѣ  -\-к'>п^  то  послЬдозаіпельное  приближеиіе  можно  производить  совершенііо 
шакъ  же,  какъ  и  въ  Нюшоновомь  способіі,  и  число  пючныхъ  цыфрь  корня,  получае- 
мыхъ  при  каждомъ  приближсніи,  будетъ  возрастать,  какъ  члены  проірессіи 


Въ  самомъ  дѣлѣ:  назвавъ  чрезъ  <  ^  послѣдовагаелъньіе  предѣлы,  чрезъ  г^,?,,г7і 


У\0 

соотвЁпісгавенныя  нхъ  разности,  чрезъ  К^^,  К^,  К^^„,  послѣдовашельныя  значеыія  вы- 
раженія  К,  имьеыъ 


Такъ  какъ /'(а)</'Ю</'К)<...,  К>К^>К^>. 
то 

К     /с,  к, 

а  потому 


к  \ 


Взявши  —    вмѣстоги    — ;  вмѣсто 


^іо)       \1о/  иоі 

Можешь  случиться,  что  условіе        1 — к  не  удовлетворено,  а  условіе        1— те  удо- 
влетворено; тогда  для  приближенія  должно  пользоваться  выраженіемъ  (32). 
Вставку  послѣдовательныхъ  предѣловъ  а аз,.... ,  йі ,  5 2,.- •  въ  Функціи 

ф\х),  ф"{х),....(р''Хх) 

хН/%'Н>  х"Нѵ-%'"(^) 

можно  производить  по  правилу  §  137.  А  результаты 
получатся  чрезъ  простое  вычитаніе  результатовъ 

хЫ.  хі-,.),  хі-пУ-х^п),  хіЧ  х'М  хЪ.)>--х'"ІЯ 

соотвѣтственно  изъ  резульшагаовъ 

ф(<,„),ф'(а„),ф"(«,.),....ф'»(«„),  Ф{6„),  Ф'{і„),  ФХ0„-),...ФУ'„) 

Замѣтимъ  ,  что  выраженія  (32)  и  (53)  ни  мало  не  предполагаюшъ  условія  §  158, — 
чтобы  /  "(ос)  сохраняла  свой  знакъ  между  предѣлами  а  и  Ъ,  —  условія  необходимаго 
для  Нютонова  способа,  И  такъ  когда  оно  еще  не  удовлегавореио,  тогда  съ  выгодою 
можно  воспользоваться  способомъ  Коши. 


Приложимъ  сказанное  къ  уравиенію 

По  способу  Фурье  отдѣленія  корней  составляемъ  таблицу 

Г  / 


одинъ  дѣйсшвит.  корень 

три  корня,  изъ  которыхъ 
одинъ  дѣйствіітельный. 


[-1]  +         _  _ 

[о]  '  ■+•    -4- 

Ч-  -Ь         -Ь  Ч- 

Корни,  назначаемые   предѣлами  О  и  -і-  1,  ошдѣлимъ  по  способу  непрерывпыхъ  дробей 

1  1 

(см.  §  151).  Для  этого  положимъ  въ  даннрмъ  уравненіи  л;=:0-Ь^=^,  и  отдѣлнмъ  по- 
ложительны» корни  преобразованнаго  уравненія,  превышающее  1.  Преобразованное  ура- 
вненіе  будегаъ 

Всшавившн  1  вмѣсшо  у  въ  рядъ  Функцій  , 

Ф'\у\  ФЧг)>  Ф'Ы  ФЫ  Ф[у)^ 

имѣемъ  рядъ  знаковъ 

[+1]  -ь        о        —        —        —        — , 

который  показываетъ,  что  у  имѣетъ  только  одно  дѣйствнтельное  значеніе  >1;  слѣ. 
довательно  данное  уравненіе  имѣетъ  одинъ  только  дѣйствительный  корень  между  О  н 
1.  Вставляя  въ  Ф(/)вмѣсто  у  послѣдовательныя  числа  1,  2,  3,  найдемъ,  что  4</<5, 
а  потому  действительный  корень  даниаго  уравненія,  назначаемый  предѣлами  О  и  1 
будетъ  заключаться  между  7=0,2  и  ^=0,25,  или  между  0,2  и  0,3.  Всшавнвши  нхъ 
вмѣсто  ос  въ  Функціи: 


-ЪХ^ 

'Ч-10 

-^х 

'"ф"'(х)—2^іХ 

=6 

ф''{х)^М 

х\^> 

=0, 

находимъ 

резуііьтаты: 

ф"' 

ф" 

ф 

[0,2] 

24 

4,8 

10,48 

6,032 

1,0016 

[0,3] 

24 

1,2 

11,08 

7,108 

1,6581 

X 

X 

X 

X 

[0,2] 

0 

^  6 

1,2 

0,12 

1,008 

[0,3] 

0 

6 

1,6 

0,27 

1,027. 

Н2 

Вычтя  члены  пос^ѣднихъ  двухъ  строкъ  соошвѣтственно  изъ  членовъ  первыхъ  двухъ, 
получимъ  результаты : 


[0,2] 
[0,3] 

Такъ  какъ  /  '"(л:)  имѣетъ  дѣйствишельный  корень  между  0,2  н  0,3;  то  нельзя  про- 
должать   приближевіе  по  Нютонову  способу.   Положивъ    а=0,'2,    и  і=0^5,  выра- 

женія  (31)  будугаъ  15,08  и  15,28;  слѣдовательно  Я=15,08.  Частное  — 13,08 


/- 

/" 

/' 

/ 

24 

ч- 

1,2 

9,28 

-ь 

5,912 

+ 

0,0064  (А) 

24 

1,2 

6,48 

6,838 

0,6311. 

іГ^ 


2/'(а)  11,824 


имѣетъ  единицею    непосредственно-высшаго  порядка:  ^^^'    ^  потому  »'= — ■! ;  ра- 

зность  г  есть  ^  7г=1;  слѣдовательно  услов.       — к'  не  удовлетворено.' 

К  13,08 

Но  _г^,/  А  тг-уі  ■=  '  „  __  „    имѣетъ    единицею    непосредственно- высшаго  по- 

\^Ѵ^) — Х\Ѵ\  13,376 

(  ±\о 

рядка    — I  ;  слѣд.  й;=0,  и  условіе  ге=1 — к  удовлетворено.    И  такъ  можно  вослоль- 


зоваться  способомъ  Коши  для  приближения 

І[ь)  ( 1  • 

Частное -гттт^  77~\  вычисляемъ  до  ,  —  1         =0,01^включигаельно,  и  увеличиваемъ 

послѣднюю  цыфру  единицей:  получаемъ  0,10;  слѣдовательно  новый  предѣлъ  будетъ 
0,5  —  0,10=0,20,  равный  предъндущему  низшему  предѣлу,  а  высшін  будетъ  0,2+0,01 
=0,21;  и  такъ  искомый  корень  заключается  между  0,20  и  0,21.  Вставивши  0,21 
вмѣсто  X,  получаемъ 

(Р^^  ф'"  ф''  ф'  ф 

[0,2і]  24  5,04      10,5292    6,137044  1,0624449 

?6 

[0,2і]  О  6  1,26         0,1325  1,009261 

/'^  Т"'  Г  Т  7  . 

Г0,21"|  24  0,96  9,2692        6,004744  0,0531839 

*-  +  +  ч-  ч- 

Сравнивая  этотъ  рядъ  съ  рядомъ  (А),  виднмъ ,  что  ^'"{рс)  сохраняетъ  свой  знакъ 
для  всѣхъ  значеній  х  между  0,20  и  0,21,  а  потому  можно  продолжать  приближеніе 
по  Нютонову  способу.  Но  отъ  того  оно  не  будетъ  бысгарѣе.  Въ  самомъ  дйлѣ:  частныя 

Г\В)  _/"(0,2)  _    9,28  К         _  11,8384 

ЪІ\А)      2/'(0,2)  ~  11,824     Ф'(^і)-%'(«і)  12,034088 


»3 


имѣеіпъ  единицею  высшаго  порядка  Такъ,  что  по  тому    и  по  другому  способу 

должно  продолжать  вычисленіе  до  [ —  включительно.  Вычисливши  такимъ  образомъ 


предѣлъ 


/(0,2)  0,0064 

0,2— -у— —\-^.  г  =  0,2  +  

ф  0,21)— ;^'(0,2)  6,0П044 


получаемъ  0,2011-,  вставивши  его  вмѣсто  л,  находимъ  результаты: 

[0,201і] 


Ф'^=24 
ф"'=4,8264 
ф"=10,48529452 
<Р'=6^043530909324 


%  -О 

;^"=1,2066 
/=0,12132363 


/^"=24 
/'"=— 1,^36 
/"=9,21869452 
/'=5,92220721932^ 


ф=1,0082415414662641  ;;^=:1,00813232121331  /=0,0001088141352641 

Отсюда  видимъ,  что  О,  2011  есть  высшін  предѣлъ;  слѣдовагаельно  низшійесть  О,  2010, 
а  результаты,  ему  соогавЪшствующіе,  сушь: 

[0,2010] 


ф''=24 

ф"'=4,812 

ф"=ІО,484824 

ф':=6,042482404 

ф=1,001631240801 

Теперь  оба  выраженія: 


К 


/'=1,206 

/=0,121203 

;)(^=1,008120601 

11,69231104 


/'^=24 

/'"=—1,116 

/'=9,218812 

/'=5,921219404 

/=—0,000483360199. 

/щ 


і/'{а^)      11,844414558648  2/'(^) 


имѣюшъ  общую  единицу  высшаго  порядка! 


а- 


а  потому  дальнѣйшее  приближевіе 


будешь  всегда  давать  одинакое  число  цыфръ,  какъ  по  Нютонову  способу,  так*  и  по 
способу  Когии. 

6» 


пч 

Въ  предъидущемъ  приближенііі  — —^-  имѣло  единицею  высшаго  порядка  [— ^ 

2/>,}  ^  [10)  , 

слѣд.  к'= — 1,  и  условіе  п—і—к  было  удовлетворено;  но  2ггч-й;'=5,  а  потому  прн- 
ближеніе  дало  бы  только  3  новыя  десятичныя  цыФры  искомаго  корня. 

Нютоновъ  способъ  будетъ  теперь  имѣть  ту  выгоду  предъ  способомъ  Кошн,  что 
при  каждомь  приближенін  въ  немъ  правило  §  137  употребляется  только  2  раза  •, 
между  тѣмъ,  какъ  въ  способѣ  Коши  оно  упошребляетсл  4  раза^  и  сверхъ  того  послѣд- 
ній  требуетъ  еще  Чт—1  вычитанін  для  полученія  результатовъ(35)  и  Ф'(5«) — ^'(а^^). 

3.  Коши  предлагаетъ  еще  другой  способъ  для  приближения  къ  корнямъ,  который 
такъ  же,  какъ  и  приближеніе  втораго  порядка,  зависнтъ  отъ  рѣшенія  уравненія 
второй  степени.  Вошъ  его  теорія: 

Пусть  искомый  корень  будетъ  ваибольшій  изъ  всѣхъ  положительныхъ  корней  мень" 
шихъ  й.  Положимъ  опять 

и 

означая  чрезъ  0,  Ѳ',  Ѳ",  Ѳ  "  количества  >0  и  <1.  Если  ф(х),  ХХ^),  ф  '(^)^  Х  Х^) 
остаются  положительными  и  возрастаютъ  съвозрастаніемь  х,  начиная  отъ  0  до  то 

ф"{Ь)>ф"[5+ѳ'  {х—д)]>Оу  Х"і^)>хѴ+Ѳ"'[х^Ь)]>о, 
а  потому  для  0<х<Ь  будетъ 

(зв)  ф{фф[і)+(л—Щі) 

(38)  хН>х(^)+(^-'')%'(*). 

Такъ  какъ  /(л;)=Ф(л;) — Х{ос)  и  /\х)—ф'(х')—х(х),  то,  вычгая  нерав.  (39)  изЪ' 
нерав.  (36)  и  нерав.  (38)  изъ  нерав.  (37),  находимъ 


/(х)>/И-ь(х-5)/'(і)-^^/(«) 
(40)  /[х)<  (■{Ь)--{х-Ь)/\І>)-^^''^Уф"[Ь) 


45 

Если  резу.іьгаашь  /(6)  положительный,  то  по  ѵіер.  1  уравненіе 

ДОЛЖНО  имѣть  дѣйствигаельные  корни  между  искомымъ  корнемь  и  Ъ,  и  нанменьшій  изъ 
нихъ  сь  выгодою  будешь  служить  новымъ  приближеннымъ  зааченіемъ  искомаіо  корня. 
Если  же  /(5)  отрицательный;  шо,  давши  неравенству  (^^0)  видъ 

-/(^)>-/(^М^-5). /Х5)-^^і^ф'Хб),  ^ 

условіе  теоремы  1,  что  меньшая  изъ  двухъ  Функцій  при  л:=5  обращается  въ  поло- 
жительное количество  будешь  удовлетворено.  А  какъ  искомый  корень  удовлетво- 
ряетъ  уравненію  —  /(л;)=о,  шо  по  теор.  1  заключаемъ,  что  уравненіе 

или 

/(5)+(^_5)/'(5)ч-^-^^ф"(^)=о 
2 

должно  имѣть  дѣйствительные  корни  между  искомымъ  корнемъ  и  і,  и  наименьшій 
изъ  нихъ  можно  съ  выгодою  взягаь  за  новое  приближенное  значеніе  искомаго  корня. 

И  такъ,  зная  непосредсгавенновысшій  предѣлъ  одного  изъ  дѣйствите  іьныхъ  корней 
даннаго  уравненія,  можно  по  изложенному  способу  вычислишь  рядъ  новыхъ  высших ь 
предѣловъ  б^,  5^,....,  которые  боліе  и  болѣе  будушъ  приближаться  къ  корню. 


ПОГРЪШНОСТИ. 
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ные  корни,  =■ 

4  2  (1)  (3) 

ІЬИ.        —  2  /»$ 

Яг  л  ОіТ 

12         7        -  -\-—а  а 

«о  »0 

15        —        12  количествамъ  л;,  у,  г,- •  •  количествамъ  X,  І^,  2^,  .  . 

14  6  и  7  ^  Т 

15  -         4  пред.^  —   пред.|  

16  -       і  ІР'=і/,с^).^'(^)ч-т/;(^).і/,'(^)  ^'(^)=я/.И. 

17  6  =г. 
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22  8  І7И-1)  1?п-2) 

ІЬІСІ.        9  1.2  (иг-1)  1.2...(7й-1) 

25  1  Ду  Ах 

28         9  /'^-^(а;)  /""-""(х) 
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